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|. Introduction

* Modélisation dynamique
Systeme de n équations difféerentielles d’ordre 2
reliant les dérivees premiere et seconde des n

coordonnées articulaires par rapport au temps aux
n efforts articulaires.

Cette modélisation permet de syntheétiser la loi de
commande en position du robot.
2 facons d’obtenir les équations :

Méthode d’Euler-Lagrange
Méthode de Newton-Euler



2. Equations d’Euler-Lagrange

2.1. Cas general

* Soit 'equation d’Euler-Lagrange :

daL_ 9L __
dt dg. dq. '
Avec :

L=K-V Lagrangien du systeme

K Energie cinétique du systeme

V Energie potentielle du systéme

q, i°" coordonnée généralisée du systéme

T Force généralisée appliquée au i élément

1



2. Equations d’Euler-Lagrange

2.2.Application a la robotique

e Coordonnees geneéralisees :
Variables articulaires g,
* Forces geneéralisées :

Couple moteur si axe rotoide

Force moteur si axe prismatique

* Energie cinetique :

(1 1
K = 2(—m.v.Tv. + —a)T.I.a).)
i:1 2 1 1 l 2 1 l l

Avec :

I. Tenseur d'inertie du corpsi v,  Vitesse linéaire du corps i

m. Masse du corps i @. Vitesse angulaire du corps i
1 1



2. Equations d’Euler-Lagrange

2.2.Application a la robotique

e Tenseur d’inertie :

Soit S un solide et dm un élément de masse

On a: )
I(yz +22)dm —Ixydm —:xzdm
S S S
I = —:xydm J(xz +22)dm —:yzdm
S S S
—‘.xz dm —Jyzdm J‘(x2 + 37 )a’m
S S S

Cette matrice est constante si elle est calculée dans un
repere lié au solide.

Les elements hors diagonale sont nuls si le solide est
symetrique par rapport aux axes du repere.



2. Equations d’Euler-Lagrange

2.2.Application a la robotique

e Calcul de I'energie cinetique :
Soient J . et J . deux Jacobiens tels que :
w=J.(9)q et ‘o, =R.J, (9)q
Avec :

0vl. Vitesse du CDG du corps i exprimee dans R,

‘o, Vitesse angulaire du corps i exprimée dans R,

Alors :
| :
K=—4"| 2 (mJ (0] @+ T @R IR, T, (@) |4

i=1

- —

D?q)
D(q) est symétrique definie positive de dimension z X n.
Elle dépend uniquement de la configuration ¢ du robot.

C'est la matrice d'inertie du robot.



2. Equations d’Euler-Lagrange

2.2.Application a la robotique

* Energie potentielle :

Sur un robot, la principale source d’eénergie
potentielle est la gravite.

Sur certains robots, I'effet de la gravité est
compense par des ressorts. Le terme J peut donc
étre négligé.
Soit Vg, le vecteur d’accélération de la pesanteur
exprime dans le repere de base. On a donc :
y=="g"%"‘0,m
i=1
OOgi Coordonnées du CDG du corps i exprimees dans R

m.  Masse du corps i
1



2. Equations d’Euler-Lagrange

2.2, Application des equations d’Euler-Lagrange

* K peut se mettre sous la forme :

1 1 <

K=-4"D(@)i== 2, d,(4)q4,

Avec dl.j les termes de la matrice D(q)

i=1,j=1

* /' ne depend que de la configuration ¢ :
V=V(q). Le Lagrangien L s’écrit donc :

L=K-V =% Z (d,,.(q)c]iqj)—V(q)

i=1, j=1



2. Equations d’Euler-Lagrange

2.2, Application des equations d’Euler-Lagrange

*Ona: Loy gy,

d
e Et donc:

d oL d .
e —2 d (q)q, + E{d,g(q)}qj

dd,.
- zdkj(q)qj +2{ ak](Q) q,l}q,j

J i,J i
e De méme:
0L 1| 9d.(q) Rl 4
_:_2 Ui qiqj _ (9)
dg, 247\ dq, dgq,



2. Equations d’Euler-Lagrange

2.2, Application des equations d’Euler-Lagrange
 Ainsi les equations deviennent :

) fadkj 19d, | | oV _
Z{dquj}+§<\( dg, 29, ]q"q’}Jr ¥,

J

e Forme equivalente matricielle :

D(q)g+C(q.q)q+ g(q) =7
. ~~ J/ o ~ _J e

Effets Effets coriolis ~ Effets dis
inertiels et centrifuge a la gravité




2. Equations d’Euler-Lagrange

2.2, Application des equations d’Euler-Lagrange

e Avec :

D : Matrice n X n des termes dij

C: nXn termes ij = z{cykq'i}
i=1

— T

I
& i dq, dg,
- T

T |1, T }

* Remarque

Dans C(q,q’)q’ les termes en q'f sont centrifuges,

ceux en ¢4, avec i # j sont les termes de Coriolis.



2. Equations d’Euler-Lagrange

2.3. Exemple | : robot Cartesien

Soient VoV, Vv, les

vitesses des CDG "
des 3 corps du robot.

e Ona:
e Avec :




2. Equations d’Euler-Lagrange

2.3. Exemple | : robot Cartesien

* Energie cinetique de translation :

e On en deduit :



2. Equations d’Euler-Lagrange

2.3. Exemple | : robot Cartesien

* Energie potentielle :

Seul 'axe 3 subit la gravite.
D'ou :
e Equations d’Euler-Lagrange :
D ne depend pas de g donc les ¢;; sont nuls.

De plus :

On obtient donc :




2. Equations d’Euler-Lagrange
2.4. Exemple 2 : robot plan

* Soit le robot plan de caracteristiques :
Corps parallelépipediques de section dxd.
Masse volumique du mateériau : p

m; et m, les masses des corps / et 2.
+ Yo




2. Equations d’Euler-Lagrange
2.4. Exemple 2 : robot plan

e Calcul des tenseurs d’inertie :

Ay
/

Nz !
[(*+2)am  —[xydm — | xz dm
= S — [ xydm j(xj+zz)dm —}yzdm
—}xzdm S ~[ yzdm j(xzs +37 Jdm
s s 3




2. Equations d’Euler-Lagrange
2.4. Exemple 2 : robot plan

e Ona:

o Et:



2. Equations d’Euler-Lagrange
2.4. Exemple 2 : robot plan

e On en déduit :

e Dou:



2. Equations d’Euler-Lagrange
2.4. Exemple 2 : robot plan

* Energie cinetique :

1 /| < '
A= EqT |:z(mi‘]fi(q)']vi(q) + JaT)i(q)ROiIiRgiJwi(q)) 1

i=1

Contribution de la translation : trouver les J

* De maniere évidente :



2. Equations d’Euler-Lagrange
2.4. Exemple 2 : robot plan

* Les coordonnées x, et y, du CDG du corps 2 exprimees
dans le repere de base sont :

* On en déduit que :



2. Equations d’Euler-Lagrange
2.4. Exemple 2 : robot plan

Contribution de la rotation :

* Les vitesse de rotation doivent €tre exprimées dans le
meéme repere ou ont éteé exprimees les tenseurs d’inertie.

* Ce repere a pour origine le CDG du corps et a ses axes
paralleles a ceux du repere de DH associé au corps.

- Comme les axes z sont paralleles :

* Dou:



2. Equations d’Euler-Lagrange
2.4. Exemple 2 : robot plan

* De meme:

* Si on note :
_ d*+1
ll =n/ll

12

d*+1;
12

et L, =m,

* Alors I'énergie cinétique provenant de la rotation devient :

1 i+i, 6 ;
2 i



2. Equations d’Euler-Lagrange
2.4. Exemple 2 : robot plan

On en déduit la matrice d’inertie du robot :

T T il * i2 i2
D(q) = mlJvlJvl + mZJv2Jv2 +|: l l
2 2

) L L L .
mlz+m2 ll+z+lllzcosq2 +i+i, m, Z+7005% +1

I 11 . I
m2[i+172008q2]+12 m i+l

Et les termes ¢ :

_ladll 1

dod
—l 11 —O C =C :——mzlllzsinqzzh

111_2 aql_ 121 211_28%

C221 = h Cllz = _h Cl22 = C212 = O 6222 = O

c



2. Equations d’Euler-Lagrange

2.4. Exemple 2 : robot plan

* Energie potentielle : '=V,+1,
[ . . [, .
V.= mlggsmqr1 V,=m,g| [ sing, +Es1n(q1 +q2)

e Dou:
oV / l
3_611 ) [m1§1+m211]gcosql +m, EngOS(ql +q2) =,

%14 /
a_qz = ngazcos(q1 +q2) =0,



2. Equations d’Euler-Lagrange
2.4. Exemple 2 : robot plan

* On en deduit les equations dynamiques :

{dllql T d12q2 T ClZlqlq2 T 6211qqu T 0221422 T (I)l = 7:1

. . .2 .
dZIql T dzzqz + Cllqu + (Dz o Tz

e La matrice C vaut:

hg, h(g,+4,)
~hg, 0

C(q.4)=




