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|. Introduction

e Un robot est actionne au niveau articulaire.
On controle la vitesse a ce niveau.

 Les taches sont realisees par 'effecteur et
doivent donc etre spécifiees dans un repere
qui lui est associe.

e Certaines taches nécessitent d'imposer une
vitesse a 'effecteur. Pour pouvoir réaliser ce
mouvement, il faut connaitre la relation
entre vitesses articulaires et vitesses
operationnelles.



2. Jacobien d’un robot

2. 1. Définition

* Jacobien
Soit C le torseur cinematique de |'effecteur.
Soit ¢ le vecteur des vitesses articulaires.
Soit J le Jacobien du robot ou Jacobien géométrique.

Alors on a:

C=Jg

Remarque : en général, le Jacobien dépend des
positions articulaires ¢, c’est pourquoi on le note
parfois J(g).



2. Jacobien d’un robot

2.2. Calcul du Jacobien : vitesse linéaire

* On applique la loi de composition des
vitesses lineaires (cf chapitre 1) :

Soit R le repere de 'effecteur et O, son origine.

Loi de composition des vitesses :

n

0 _ 0.0 _ 0,0 , 0.0 0.0, _Zo 0,
vOn_ vOn_ v01+ v12+ + vn—ln_ vi—li
i=1

. ’ . . . O On _ O .
Si I'axe g; est prismatique: v ="z 4.

i—1i

T . 0
Si 'axe g; est rotoide: v ="Q X (Ol. On)

n



2. Jacobien d'un robot

2.2. Calcul du Jacobien : vitesse angulaire

* On applique la loi de composition des
vitesses angulaires :

C)r‘21: Og}%n = O!]%I_F Ogltz_k..._k Og]h—ln::::E:(ug%—li

i=1

Si I'axe g, est prismatique : Q. =0

i—1i

- ey 0 _0
Si 'axe ¢, est rotoide : Q ="z g

i—1i



2. Jacobien d'un robot
2.2, Calcul du Jacobien : synthese

* Des 2 transparents precedents on tire :

AR AR

e Avec:
- }
J = 0H si l'axe est prismatique
3
o Et:
'z IX(ROi—l ~0 ) C 1 .
J. = si l'axe est rotoide




2. Jacobien d'un robot
2.2, Calcul du Jacobien : synthese

* Remarques

Cette methode systematique permet de trouver J
avec la seule connaissance du modele geomeétrique.

Cette méthode ne nécessite aucune dérivee, elle
peut donc étre facilement implémentée dans un
langage informatique.

Cette methode suppose que le modele
geometrique ait eté modelisé avec la convention de
DH et notamment que les axes z soient colinéaires
aux axes du robot.



2. Jacobien d'un robot
2.3. Exemple | : robot plan

 Hypotheses

Le robot plan n’a que 3 degres de liberte en
translation. Pour le Jacobien on se limite donc a la
partie « translation », a savoir les 3 premieres
lignes.

r o r
Ondéfinit:q=[ d a p } =[ g, 49, 4, }

o lere méthode : calcul direct

En derivant le modele geéomeétrique en translation,
on en deduit le Jacobien.



2. Jacobien d'un robot
2.3. Exemple | : robot plan

e D’apres le chapitre 2,on a:
T =a,cos(q,+q,)+a,cosq,+a,
T, =a,sin(q, +q;)+a,sing,

I =gq,

e Dou:



2. Jacobien d'un robot
2.3. Exemple | : robot plan

e On en deduit que :

e Dou:



2. Jacobien d'un robot
2.3. Exemple | : robot plan

o 21*me méthode : composition
A

avecJ =| " zi_l] si l'axe i est prismatique

et =|"z_ X (RO . HOﬂﬂ si l'axe i est rotoide

» Laxe | est prismatique :

e 'axe 2 est rotoide :



2. Jacobien d'un robot
2.3. Exemple | : robot plan



2. Jacobien d'un robot
2.3. Exemple | : robot plan



2. Jacobien d'un robot
2.3. Exemple | : robot plan

e L'axe 3 est rotoide : J, =[°z2><(R02 203)}
*Ona: ; -

¢, 95 0 0
R,=R R,=R.=| s, ¢, 0 |=°2=|0
0 0 1 1
* De plus: ) )
c, —s, 0 ac, i ac, ]
M23 _| s ¢ 0 as; |2 03 = as,
0O 0 1 0 0
0 0 0 1 - -




2. Jacobien d'un robot
2.3. Exemple | : robot plan

21 _
=>RO2 03— S C 0 a.s

O _1 O a3C23 _a3S23
= 1 0 0 a.s,, = a,c,,
00 0 | B




2. Jacobien d'un robot
2.3. Exemple | : robot plan

e Et finalement :

0 —ad;8,;—d, S, Ta4;5,,
J(@)=| 0 a.c,,+a,c, a.c,,
1 0 0

e Conclusions

On vérifie qu’on obtient bien le méme resultat
qu’avec la méthode par derivation.

Pour le Jacobien en translation la méthode basee
sur les compositions de vitesses est plus fastidieuse.

Par contre, cette derniere méthode ne fait appel a
aucune dérivation et peut donc €tre programmeée.




2. Jacobien d'un robot
2.4. Exemple 2 : rotule

 Hypotheses

Dans le chapitre 2, on a modeélise le poignet d’un
robot anthropomorphe. On reprend ici ce modele.

On renomme g, g, q; les 3 variables articulaires.

Pour le calcul du Jacobien, on ne s’intéresse cette
fois qu’a la partie « rotations ».

Rappel du modele geomeétrique obtenu au ch.2 :

c, 0 —s c,. 0 s c, —s, 0
ROI = A O C R12 = S O —C R23 = S C O
0O -1 O O 1 O 0O 0 1




2. Jacobien d'un robot
2.4. Exemple 2 : rotule

* |¢r¢ méthode : dérivation
* Ona (cf chap. |) :

0 -0 o
dR
AS(OQOH)— vo. 0 -o |= d;” R,
-0, o, 0




2. Jacobien d'un robot
2.4. Exemple 2 : rotule

 On utilise la toolbox Maple™ de Matlab™ :

clear all;
syms t;
gl=sym('ql (t)
g2=sym('g2 (t)
g3=sym('q3(t)
(
(

RO1=] cos(gl) O -sin(qgl);
sin(gl) O cos(ql);
0 -1 0 1,

R12=] cos (g2) O sin(g2) ;
sin(g2) O -cos (g2) ;
0 1 0 1;

R23=] cos (g3) -sin(g3) 0;
sin (g3) cos (g3) 0;
0 0 1 1;

RO3=simple (RO1*R12*R23) ;
ASW=simple (diff (R03,t)*R0O3.");
OMEGA=[ ASW(3,2); ASW (1, 3); ASW(2,1) ]



2. Jacobien d'un robot
2.4. Exemple 2 : rotule

* Le script renvoie le résultat suivant :

OMEGA =

[ /d \ /d \
[sin(g2(t)) cos(gl(t)) |-- g3(t)| - sin(gl(t)) |-- g2(t)|
[ \dt / \dt /
[

[ /d \ /d
[cos(gl(t)) |-- g2(t)| + sin(g2(t)) sin(gl(t)) |-- g3 (t)

[ \dt / \dt

[

[ /d \ /d \

[ cos(g2(t)) [-- qg3(t)| + |-=- gl(t)|

[ \dt / \dt /

e On en déduit :

T
0, = —sdytscd, odtssds dtod, |



2. Jacobien d'un robot
2.4. Exemple 2 : rotule

e Dou:
q,
0 .
Q03:'] 9,
q,




2. Jacobien d'un robot
2.4. Exemple 2 : rotule

o 2i¢me méthode : composition
*Ona: J=|J J, J, }

* Avec : J = Ozi_l} (axes rotoides)

e Donc:

o Et:



2. Jacobien d'un robot
2.4. Exemple 2 : rotule

o Et:

eOnendeduit: J=| 0 ¢ ss

* Conclusions
On retrouve le méme résultat qu’en dérivant.
Pour la rotation, la composition est plus efficace.



2. Jacobien d'un robot

2.5. Jacobien analytique

 Soit p, un vecteur d’attitude a 6
composantes et ¢ le vecteur des
coordonnees articulaires.

*Ona: p(g)=

* La representation de la rotation doit etre

precisee.

T (q)} 3 coordonnées de translation

G)(q)} 3 coordonnees de rotation




2. Jacobien d'un robot

2.5. Jacobien analytique

*Ona: p= ({) 2 J (q)q

 J_ est appelé le Jacobien analytique.

e La partie translation est identique a celle du
Jacobien géométrique J.

* Seule la partie rotation differe. Son
expression dépend de la représentation. Un

Jacobien relie la partie rotation de J, a celle
de J.



2. Jacobien d'un robot

2.5. Exemple 3 :Jacobien analytique

 Soit une attitude p(q) decrite avec la
representation roulis, tangage, lacet.

* On rappelle 'expression generale de la

matrice de rotation roulis, tangage, lacet :

—s6 cO tSQF co tcé?r

t

i c0,c6, —s0,c0 +cOs0s50 5050 +c0s6.c0
R=| s6,c0  c0cO +s50s50s60  —cOs0 +s6s6c0




2. Jacobien d'un robot

2.5. Exemple 3 :Jacobien analytique

e Ona: 45(Q)=RR" = Q=

e Dou: Q=

e Donc: J=

CQtCQZ —SGZ 0 0

—QSGI + érCQtCQI
Qc@l + 9},09;91
él — érSQt

co tsé?l c@l 0 0 t
—s6 t 0 1 91

I3 03 J

0 a




3.]acobien inverse d'un robot
3.1. Définition

* Soit J le Jacobien d’un robot a n axes.

*Ona:’c, =Jg

* Le Jacobien inverse permet d’obtenir, si
elles existent, les vitesses articulaires en

fonction du torseur cinematique de
I'effecteur :

§=J"°C,, avecJ" =(J"J) J’



3.]acobien inverse d'un robot
3.2.Singularites

e Dans le cas particulier ou le robot a autant
d’axes que de degres de liberte, J™ est egal a
J

* Le Jacobien inverse est indéfini si le robot
est dans une configuration singuliere.

e Comme pour le modele géometrique
inverse, il existe 2 types de singularites :
En limite d’espace de travalil

A lintéerieur de I'espace de travalil

Les configurations singulieres pour le modele
geometrique inverse le sont aussi pour le Jacobien
inverse.



3.]acobien inverse d'un robot

3.3. Gestion des singulariteés

e Deétection des singularites :

En testant certaines variables articulaires. Necessite
d’avoir fait I'inventaire de toutes les singularites
(voir par exemple le modele geométrique inverse
d’'un 6R anthropomorphe).

En testant le facteur de conditionnement du
Jacobien.

e A proximité de la singularite :

Calcul du Jacobien pour des positions articulaires
modifiées : on calcule J*(g+Aq) au lieu de J*(g).



4.Applications

4.1. Inversion numeérique du modele geométrique

e Probleme

Le robot est en position 4. On veut 'amener en
position B. Que valent les positions articulaires en
ce point ?

B,

. (; 7 fO\\ /" -

) A:°0, = Y,




4.Applications

4.1. Inversion numérique du modele geometrique

* Boucle d’optimisation :

xB
Vs
| s C £
OO A

e Condition d’arret : < Seuil

dA
aA
d B,
i _
00’ B
3| -l )
»J Integrateur ]
Modele
géométrique |« - -
direct d
o
P

H/_J

Solution quand

l'algo. a convergé.




4.Applications

4.2. Efforts statiques

e Probleme

Trouver les efforts articulaires qui génerent un
effort donne de l'organe terminal sur
I’environnement lorsque le robot est statique.

* Principe des puissances virtuelles :

Lorsque le robot est statique, en contact avec
I’environnement par I'effecteur, si on néglige les
pertes (pertes par frottements) alors la somme des
puissances virtuelles fournie par les actionneurs est
egale a la puissance virtuelle transmise a
I’environnement via |'effecteur.



4.Applications

4.2. Efforts statiques

e On a donc:

T0 T
F °C,=Tgq
Avec :

F le vecteur des efforts sur I'environnement

OCOn le torseur cinématique de I'effecteur

T le vecteur des efforts articulaires

q le vecteur des vitesses articualires

SF'J=T"

*Or:°C =Jj=FJj=T"§

qg—0



4.Applications

4.2. Efforts statiques

e Dou: T=J'F

* Remarques

Comme J est exprimé dans R, , IF doit aussi étre
exprime dans ce repere.

Pour certains robots, les frottements secs peuvent

significativement déteériorer la préecision de cette
relation.

Cette relation reste valable aux tres basses vitesses.



