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Conventions

R; Repére numéro ¢

P Point

‘p Coordonnées de P dans le repere ¢
U ou v Vecteur

! Coordonnées de v dans le repere ¢

v
O? ou OP Vecteur

“(OP) Coordonnées de OP dans le repere i
U XU Produit vectoriel
u-vU Produit scalaire

ORp1 ou Ry1  Rotation du repere 0 vers le repere 1 exprimée dans 0*
OMp: ou Moy  Matrice homogene du repere 0 vers le repere 1 exprimée dans 0*

* Si le nombre de reperes dépasse 10, mettre un espace entre les 2 numéros
comme dans Mo 13.



| . Positionnement

|.l1. Rotations : le cas 2D

* Representation de la rotation :

0
X
X, 1

A yO
Y
e cosB
sin@
Rl "“‘- 0
— Sin 9 Ro

= cosB

0)’1
—sin@
cos@



|. Positionnement

|.]. Rotations : le cas 2D
* Proprietes :

R, = C(.)SQ —smno :det{Rm}:coszéHsian:l
sin@ cos6

$R5i= co.sé? sin@ :ROTl:RIO
—sin@ cosf

* Ce type de matrice 2x2 appartient au
groupe special orthogonal d’ordre 2 note

SO(2)



|. Positionnement

|.l. Rotations : le cas 2D

e Changement de repere :

X
P
1p |
1 AyO yP
X
1p P
Y ! 'x ='x cos@—"v sind
Vp 0p p— p Vp

0. _ 1 - 1
y,= X,sin0+ y, cosb

0 1
= °P=R 'P




|. Positionnement

|.l. Rotations : le cas 2D

» Opérateur de rotation :

=/

<!




|. Positionnement

|.l. Rotations : le cas 2D

e Composition :

o Transformation de coordonnees :

'P=R *P '\/‘R1
"P=R 'P . .

O
P=R,R,’P=R,’P Cx
P .
> Opeérateur de rotation : IS

—

V1:R9Vo V,=R V

RR




|. Positionnement

|.1. Rotations : généralisation a la 3D
* Positionnement :
ROl :( Oxl Oyl OZI )
det{ROl} =1
Ryi= R} =

01 “M0

R, €SO(3)




|. Positionnement

|.1. Rotations : généralisation a la 3D
e Changement de repére : |

0 1
P=R,'P

e Composition :

1 2

P=R,*P

"P=R 'P
= "P=R R,°’P=R*P

01" 12

%



|. Positionnement

|.1. Rotations : généralisation a la 3D

» Opérateur de rotation :

> Ex : rotation de v autour de y :
cosB sinf
T T
c6 0 s06 1
R(yO,O) =R, = O 1 O .
L =6 0 O v
0.7 _ 0. __ 0
y' = R10 y= R(yo’e) y

o Autres rotations eélementaires :

1 0 O c0 —-s6 0
R 0 c0 -—s0 R o= 56 B 0

(x0.0)

0 sO@ O 0 0 1

y() A yl
6
aw; v
Xy
<—0 R,
x R

|



|. Positionnement

|.1. Rotations : généralisation a la 3D

e Opérateur de rotation : cas

<

general
Ax
> Rotation de v autour de & d'un
angle 0 : 5
> Methode :
Transformer v par une rotation o
qui amene /A sur x K7

Faire la rotation de 6 autour de x

Faire la transformation inverse
pour ramener & a sa position
initiale

R(h’e) - R(xaa)R(y’ﬁ)R(xae)R(y:_ﬁ)R(xa_a)

ng <l



|. Positionnement

|.1. Rotations : généralisation a la 3D

e Avec:
h2v9+c(9 hhve—hSH hhv9+hS9
X Xy z X z y
R( hey = hxhyve + hZSG hyzve + 6 hyhzva — th6
hxhzvt9 — hySQ hyhzve + th9 hzzve + 6

T
eEt: v,=1-cb hz[ h. h, h }

z




|. Positionnement

|.]1. Rotations : résume

* Proprietes :
> Ortho-normalite :

La norme des vecteurs lignes et des vecteurs
colonne est égale a /.

Les vecteurs ligne et les vecteurs colonne sont
orthogonaux deux a deux.

> L'inverse est egale a la transposee.

o

Le determinant est égal a /.
Ry, =R,R, R R R

(.6, 0,) — *V(hy.6,)" \(hy.6))

o Pas commutatif : R R,#R,R,

0]



|. Positionnement

|.2. Représentations de la rotation

e Soit R, une matrice de
rotation :

> R comprend 9 termes

° |l 'y a 6 relations
independantes entre ces
termes :

r. r—O r. r—O r, r—O

° Il N’y a donc que 3 termes
independants.

:introduction

T
R=| 1, 1
ETERREY




|. Positionnement

|.2. Representations de la rotation : angle/axe

e Parametrage angle/axe :
Toute rotation peut étre

représentée par un axe de

rotation defini par un vecteur

unitaire & autour duquel on

effectue une rotation 0. -

0 = arccos ity 1~ h= 1
2 2sin6

Le vecteur 6h deéfinit entierement -
la rotation.

h
6
V5 =13
N3~ 15
K~



|. Positionnement

|.2. Représentations de la rotation : quaternions

* La rotation est parfois représentee par un
quaternion unitaire :
> Soit : 9h=9[ hooh b T
° Le quaternion p equivalent est défini par :

T
P=| Py P P, 1%}:

T
cosg singh singh singh
2 2 ° 2 7 2

° Avec : ||p||=1



|. Positionnement

|.2. Représentations de la rotation : angle/axe, exercice

e Trouver le parameétrage angle/axe de la
rotation entre les reperes R, et R, :

“yoyl




|. Positionnement

|.2. Représentations de la rotation : roulis, tangage, lacet
 Définition :
° 3 rotation successives
autour des axes x (roulis,

roll), y (tangage, pitch), et z 1e
(lacet, yaw) de R, >0,
- A
R01 - R(zﬂ;)R(y,et)Ruﬂr) éf
X t
o || existe des definitions 0,

alternatives des noms des
axes et/ou de la rotation
associee.



|. Positionnement

|.2. Représentations de la rotation : roulis, tangage, lacet

e Matrice de rotation :

i 0, —s6, 0 | o,
s6, 6, 0 0
0 0 1 |
c0,c6, —s0,c0 + 0,050
s6,c0. 0,0 +50:50s0
—s6, c0 56

0 sO 1 O
0 cB.

0 s6.

SQISQF + CQISG tcé?r
—c6,s6 +50,50 c6
0 c6

0
—s6
0




|. Positionnement

|.2. Représentations de la rotation : roulis, tangage, lacet

e Transformation inverse : -

‘ , o T
° Trouver 0., 0,, 0, a partir P
: on— | T T
des r;; de la matrice R,
T . r. V.
> On définit 6 = arcsin(-r,,) | b

- D’ou:

(

\

S

c@t c@t

0 —arctan2| 22 . '3
' c0, co

t

O
Olzarctan2[ 2l .1l

13

23

33

pour cos6, #0




|. Positionnement

|.2. Représentations de la rotation : roulis, tangage, lacet

. . T
 Cas singulier : g =+=

> Roulis et lacet ont le meme effet.

> Gimbal lock en anglais.
X

0 T r,=sm(0 —6,) r,=cos(0 —0)
=—=

r,=cos(0,—0) r,=sm(0 —-0)
On choisit 6, =0= 60 = arctan2(r v )

122722

0 = —% :0,=0=0 = —arctanZ(rlz,rzz)

4

&




|. Positionnement
|.2. Représentations de la rotation : angles d’Euler
* Principe :
> Faire trois rotations successives d’angle a, 3, v
autour des axes z,y et x du repere courant.

yayb Ayo
yl y xbx1
X
a
a »
rxo
<y T



|. Positionnement

|.2. Représentations de la rotation : angles d’Euler

e Matrice de rotation : - _

caa —so 0
R, =R, R, R, avec R = so¢ ca 0
0 0 1
cB 0 sB 1 0 0
R,= 0 1 0 [R,=|0 ¢y —sy
—sB 0 cpf 0 sy cy

cocfB cosPsy —socy coasPBey +sasy
dou:R =| sacB sasBsy+cocy sosPcy—cosy

—sf3 cPBsy cPBcy




|. Positionnement

|.2. Représentations de la rotation : angles d’Euler

* Transformation inverse : o
) R =| r. r
B = arcsin(-r,,) ! rzl ;2
( \ 31 32
o = arctan?2| —2! : il o
L cosf3 " cosf ) >pour,3¢i5
( )
r r
y = arctan2| —2— ; —3
 cosfB cosf )
T
=— 0= =arctan2(r,,r
B=— ra=0 y=arctan2(r,,n,)
T
B=—-—:0=0 y=-arctan2(r,,7,,)

2




| . Positionnement
| .3. Attitude : définition

 L'attitude du repere R, par rapport au
repere R, est définie par la translation des

—_—

origines et par la rotation R, : (0 O R01)

0712




|. Positionnement

|.3.Attitude : représentation

* Une attitude p (pose en anglais) est definie
de maniere minimale par 6 parametres : 3
pour la translation et 3 pour la rotation :

T
X
Ty 3 coordonnées de translation
I
p p—
(04
ﬁ 3 coordonnées de rotation :
Angles d’Euler, angle/axe, ...



|. Positionnement

|.3.Attitude : représentation

* Une attitude peut aussi étre représentee
par une matrice homogene.

e La matrice homogene est aussi :

Un opérateur de changement de repere

Un opérateur de transformation rigide

R

01

0 0 O

(0,0,
1

Matrice homogene de
transformation entre le
repere R, et le repere R,



|. Positionnement

| 4. Matrices homogenes : changement de repere

*Ona:P="(0,0,)+R,'P

1P Coordonnées
1 homogenes



|. Positionnement

| 4. Matrices homogenes : transformation rigide

* La matrice homogene est un opérateur
de transformation rigide

* Un opérateur de transformation rigide

applique a tous les points d’un solide ne
deforme pas ce solide

e La matrice homogene applique une
transformation équivalente a la
composition d’une translation et d’'une
rotation



|. Positionnement

|.4. Matrices homogenes : proprietes

e Composition :

M =M M Opérateur de changement de repere de
02 0112 coordonnées de points de R, vers R,

e Inverse :

T T
vl BT | 2| RN -RT
0 1 0 1

e Pas commutatif !



|. Positionnement

| .4. Matrices homogenes : exercice

e Soit le robot :

o=<(y,.y)
,B:<):(y1,x2)

d = translation suivant Z,

* Avec:
a, la distance entre l'origine de R, et celle de R,
a, la longueur du premier bras

a; la longueur du dernier bras
Les angles sont nuls lorsque le bras est horizontal



|. Positionnement

| .4. Matrices homogenes : exercice

e Déterminer M,, ,M,, puis M,



2. Cinematique
2.1.Vitesse d’un solide : introduction

e Soient:

R, un repere lie¢ a un solide O
en mouvement par rapport a
un repere R,

M,,(t) l]a matrice homogene
de transformation entre R, et
R, en fonction du temps

| ol L e T
1 1 1 1

Mm(r):{ RO;)(” Tml(” }:»°P<t>=ROI<r>1P+T}n<r> @.1)

Vitesse de translation /‘
de O, dans R,



2. Cinematique

2.1.Vitesse d'un solide : exemple

e Soient :

P un point d’un solide lié a
R; en mouvement par
rapport a R,

Le mouvement est la
composition d’une
translation verticale de
vitesse v et d’une rotation
d’axe y, et de vitesse w .
Pour t=0 ona R,=R,.




2. Cinematique

2.1.Vitesse d'un solide : exemple

e Ona:

R, ()=

e Dou:

"P(t)=

c(wt) 0 s(wt)

0 1 0 T ()=

—sot 0  cowt

—ws(owt) 0  wc(wt)
0 0 0

—wc(wt) 0 —ws(wt) | 0

—ws(wt)
v = OP(O) =
—wc(wt) |




2. Cinematique

2.2 Vecteur vitesse de rotation : définition

e C’est un vecteur dont I'axe coincide avec
I'axe de rotation, qui est dirige suivant le
« principe du tire-bouchon » et dont la
norme est egale a la valeur de la vitesse
angulaire.

e Note :

Dans 'exemple précedent, le vecteur vitesse de
rotation de R, par rapport a R, est dirigé suivant y,
et a pour norme o.




2. Cinematique

2.2.Vecteur vitesse de rotation : application

» Application : o

Trouver la vitesse du point ol

P lié au repére R, qui 9
tourne suivant un vecteur |
vitesse de rotation £ par
rapporta R,

Ona: HszH()HH@Hsmé?

Deplus: y 1 (E’,Q) Vitesse de P dans le
mouvement de R, par

Et le sens de v est celui de rapport a R, exprimé
la regle des 3 doigts. dans R,

Dol : v=Qx0P v =°Qx°0P) (2.2)

v




2. Cinematique

2.3.Vecteur vitesse de rotation : matrice anti-symetrique

e On definit :

T
Les vecteurs : a=[ a a, a, } v

La matrice AS(.) :

AS(a)=

e Dou:

AS(a)v =

—d
z

=axv=

v, =ASC"Q)R'P

T
|: \% \% \% :|
X b% z

(2.3)



2. Cinematique

2.3. Mouvement rigide

* Le repere R, se déplace par rapporta R,
en translation et en rotation : on parle de
mouvement rigide. Eq. (2.3) devient :

v = ASC"Q)R, 'P+ v, (2.4)

\ Vitesse de l'origine de R,

* Si on compare (2.4) et (2.1) :

d
AS("Q)R,, = ]




2. Cinematique
2.3. Mouvement rigide : exercice

* Mouvement de R, par rapporta R, :

R, et R, ont leur origine commune,
Les angles de roulis et tangage évoluent selon wt

L'angle de lacet est constant et nul

e Question :

Deéeterminer les coordonnées du vecteur vitesse de
rotation de R, par rapporta R,

e On a (définition de RTL) :



2. Cinematique

2.3. Mouvement rigide : exercice
e Dou:

o Et:

* De plus:

e Dou:



2. Cinematique
2.4. Torseur cinématique
* En robotique, on a I’habitude de definir le

torseur cinematique de la maniere
suivante :

'C = 01

01

Vecteur 6x/ des coordonnées de vitesse
linéaire et angulaire de R, par rapport a
R, exprimées dans R,



2. Cinematique

2.5. Composition des vitesses

e Soient :

0 4 ; \
C,, le torseur cinématique de R, par rapport a R

1C1 , le torseur cinématique de R, par rapport a R,

* Loi de composition :

0.0, , 0.0, _ 0.0,
Vit v, =V

OC — 02

02
'Q,+"Q,="Q,

Vitesse de O, dans le
mouvement de / par rapport
a 0 en figeant le mouvement
de 2 par rapporta /.



