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Chapitre 1

Fonctions de plusieurs variables

La trajectoire d'un mobile, le déplacement du bras d'un robot ou tout autre
mouvement, peut étre modélisé par une fonction f, qui dépendra de plusieurs
parametres, représentés par des variables réelles et qui sera a valeurs vecto-
rielles, en dimension 3 en général. Dans tout ce chapitre, on considérera une
fonction f : R” — RP?, ou n et p sont des éléments de N*.

1.1 Normes sur R"

Un des premiers outils dont nous allons avoir besoin, est celui qui nous per-
mettra de mesurer, d’évaluer les distances, de controler le mouvement. Pour
cela nous allons introduire la notion de norme.

Définition 1.1.1. L'application u — ||u|| définie de R"™ dans R* est une norme si et
seulement si elle vérifie

Vu,0 € R" - lu+ o < flull + vl (1.1)
Vu e R" VA e R |Au|l = |A|||ull (1.2)
|lu[| =0<=u=0 (1.3)

Exemples 1.1.2.

n

D)l = Y Jail.

=1

2) (@1, aa)lly = O 27)2.
i=1

3) H(xh t ’xn)”oo = Max ‘I‘Z|

1<i<n

Remarque 1.1.3. II existe d’autres notions qui permettent de mesurer, ce sont les
distances. Nous ne les traiterons pas dans ce cours.
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6 CHAPITRE 1. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

Dans le cadre de la dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.
Cela signifie que pour étudier un probléme, on peut choisir la norme la plus
adaptée pour le traiter. Si on peut contrdler par cette norme, on le pourra aussi
pour toutes les autres. En particulier pour les normes précédentes, on vérifie
que

Proposition 1.1.4.
Il < 7ll-lloe < 2ll-lly < =],

Définition 1.1.5. La boule ouverte de centre x et de rayon r pour la norme ||-|| est
I'ensemble B(xo,r) = {u € R", |lu —zo|| < r}. La boule fermée de centre x et de
rayon r pour la norme ||-|| est 'ensemble B(xo,r) = {u € R™, ||u — xo|| < r}.

Y

Figure 1 : Boule unité fermée pour les normes ||-||,, [|-||, et ||| .

Définition 1.1.6. Une partie bornée de R™ est une partie contenue dans une boule de
rayon fini.

Définition 1.1.7. Une partie ouverte de R™ est une partie A de R™ telle que pour tout
x € A, Ir, > 0tel que B(x,r,) C A.

Exemples 1.1.8.
1) Dans R, |, B[ est un ouvert, mais aussi | — oo, af et |3, +00.

n

2) Dans R", H]O‘i’ G| est un ouvert.

=1

Définition 1.1.9. Une partie fermée de R"™ est une partie dont le complémentaire est
ouvert dans R™.

Exemples 1.1.10.
1) Dans R, [«v, (] est un fermé, mais aussi | — oo, o] et [3, +00].

n

2) Dans R™, H[O‘i’ 3] est un fermé.

=1
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Figure 2 : Fermé [1.2] x 2, 3].

1.2 Continuité des fonctions d’un ensemble U C R"
a valeurs dans R”

Nous allons généraliser la notion de continuité pour les fonctions numériques
aux fonctions vectorielles. La difficulté consiste dans le fait que I'on peut ap-
procher un point de 1'espace en se déplagant en ligne droite, en zig-zag , en
spirale... La continuité est une notion qui ne doit pas dépendre de la fagon
dont on approche le point. On va donc se concentrer sur une petite boule au-
tour du point, et regarder ce qui se passe quand le rayon de cette boule devient
de plus en plus petit.

Définition 1.2.1. Soit zy un point de U. On a

lim f(u) =1<=Ve>0,3r. >0 telque Yuec U u#D0,

uU—Io
[ = zol| <re == [ f(u) =] <&

Définition 1.2.2. Si f(zo) = lim,_,,, f(u), alors f est continue en x.

Remarque 1.2.3. Si la fonction f est définie de R" dans RP, alors f s'écrit [ =
(fi,-- - fp)ont fi : R™ — Rpour 1 < i < p. Pour montrer que f est continue il suffit
de vérifier que ses composantes f; sont continues pour 1 < i < p.

Proposition 1.2.4. Soient f : U — RP, g: U — RP et xp € U. Si f est continue en
xg et g est continue en xy alors \g+puf et fgsont continues en xg, pour tout A\, p € R.

Exemples 1.2.5. Les polyndmes a n variables sont continus de R" dans R.

Proposition 1.2.6. Soient f : U — RP, g : RP — R et zp € U. Si f est continue en
xq et g est continue en f(x) alors g o f est continue en x.
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Corollaire 1.2.7. Si f : U — R est continue, alors sin f, cos f, e/ sont continues. De

meéme % est continue la oil f ne s’annule pas et \/f est continue la oit f > 0.

Les démonstrations reposent sur la continuité des fonctions rélles et sont
laissées a titre d’exercice pour le lecteur.

Exemples 1.2.8.
1) La fonction définie sur R? par
1+z+y
siny si y#0
flz,y) = y
1+x sinon

est continue.
2) La fonction définie sur R? par

2 + ) sin (———
flz,y) = ( ) (332+1/
0 si. (z,y) = (0,0)
est continue.

ATTENTION : Ce n’est pas parce qu’une fonction est continue par rap-
port a chacune de ses variables qu’elle est continue!

Exemples 1.2.9.
La fonction définie sur R? par

fla,y) = 51722—:::—ny si (z,y) # (0,0)

0 si (x,y) =(0,0)

est continue par rapport a y si on fixe x et par rapport a x si on fixe y. En revanche si
on considere les points (x,tz) oni t € R alors, f(x,tx) = ﬁ—ttg qui ne tend pas vers 0
quand x tend vers 0. La fonction n’est pas continue.

Proposition 1.2.10. Une fonction linéaire définie de R™ dans RP est continue.

démonstration 1.2.11. Soit (ey, ..., e,) est une base de R", on peut écrire pour x,y €

n n
R", z = g i€, Y = E y;e;. On a alors
i1 i=1

< Dl = wlllf ()| < Max |/ (e llz—y)]],
i=1 o

Hf(z $i€z‘) - f(z yiei)
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Proposition 1.2.12.

— Une fonction a valeurs dans R continue sur une partie fermée et bornée de R",
est majorée,minorée et elle atteint ses bornes.

— Une fonction continue sur une partie K fermée et bornée de R™ est uniformément
continue, i.e.

Ve > 0,3r. > 0 tel que V(u,v) € KxK, |[u—v| <r. = |f(u) — f(v)]| <e.

La démonstration fait appel a des propriétés de compacité et nous I'omet-
trons.

1.3 Différentiabilité des fonctions a valeurs dans R”

Sila notion de continuité est lié a la fluidité d'un phénomene, elle n’indique
pas si le mouvement est saccadé ou non. Pour cela nous allons introduire la
notion de différentielle, qui est la généralisation de la dérivée.

1.3.1 Différentielle

Définition 1.3.1. Soit f : U — RP. On dit que [ est différentiable en x, € U, s'il
existe une application linéaire L : R™ — RP telle que

Ve > 0,30, >0 avec B(xg,d.) CU et Yhe B(0,0.),
1f (xo + h) — f(xo) — Lh|| < ellR].

On peut encore I'écrire f(xg + h) — f(xo) — Lh = o(h). On note L = D f(xy).
Proposition 1.3.2. Quand elle existe, la différentielle en x est unique.

démonstration 1.3.3. Supposons qu’il existe deux applications linéaires L, et Lo
telles que

f(xo+h) — f(wo) — Lih = o(h) (1.4)
f(xo+h) — f(x0) — La2h = o(h). (15)

En soustrayant les deux expressions, on obtient

On consideére maintenant un vecteur hy # 0 quelconque de R™ et soit t € R™. Pour t
petit, on aura

(Ll — Lg)(tho) = t(Ll — L2)h0 = O(tho) = cho”€(th0), (17)
ot (h) — 0 quand ||h|| — 0.
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En divisant par t et en faisant tendre t vers 0, on a alors
(L1 — Ls)(ho) = 0. (1.8)
Ceci étant vrai pour tout vecteur hy de R™, on en déduit que Ly = Lo.

Remarque 1.3.4. Si f s'écrit f = (f1,- -, fp) ont fi : R" — Rpour1 < i < p,il
suffit de vérifier que ses composantes f; sont différentiables pour 1 < i < p.

Définition 1.3.5. Si f est différentiable en tout point x, € U, on dit que f est
différentiable sur U.

Exemples 1.3.6.
1) Les polyndmes a n variables sont différentiables de R™ dans R.
2)Si f: 1 C R — Restdifférentiable alors D f(z)h = f'(x)h, Yh € R.
3) Si f : U — RP est linéaire, f est différentiable et D f(xo)h = f(h).

Théoreme 1.3.7. Si f : U C R" — RP est différentiable en x, alors f est continue
en xgp.

démonstration 1.3.8. Par définition de la différentiabilité, on peut écrire
f(zo+h) = f(zo) = Lh + o(h).

D’apres la proposition(3.4), on sait qu’il existe une constante C' > 0 telle que | Lh| <
C||h||. Ainsi pour tout réel € > 0, il existe § > 0 tel que

1/ (zo + ) = f(zo)|| < (C + )R]
On en déduit la continuité de f.

La difficulté va consister a trouver cette fonction L = D f(x,). Pour cela,
nous allons faire appel a la notion de dérivée partielle.

Définition 1.3.9. Soit f : U C R™ — RP. On appelle dérivée partielle par rapport a
la ieme variable, la limite, quand elle existe,

af (xb 71,”) —  lim f(CL’l, i1, T4 + hul‘i—i-la ’7*7;71) B f(J:lv Yy Li—15 Liy Lit1, ')xn).

ox; h—0,h#0 h

Dans la pratique cela signifie que on gele toutes les variables x; pour j # ¢
et que I'on dérive par rapport a z;.

Exemples 1.3.10. Considérons la fonction f : R* — R? définie par f(z,y) = xy?* et
cherchons sa dérivée partielle par rapport a x pour toute valeur de (x,y). Pour cela on
gele y et on dérive par rapport x. Cela donne :

%(fﬂ,y) =y’
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De méme, si on veut calculer la dérivée partielle de f par rapport a y, on gele la variable
y et on dérive par rapport a x :

of B
8—y(w, y) = 2xy.

Théoreme 1.3.11. Si f est différentiable en x, alors (xo) existe pour 1 < i < net

l‘oh Z

%($0)
ot Vf(xg) = est le gradient de f en x.

0
Bzf (.l’o)

démonstration 1.3.12. Soit h un vecteur de R". On peut le décomposer dans la base

Vhi = Vf(xo) - h, VheR",

canonique {e;; 1 < i < n} de R" sous la forme h = Z h;e;. On a alors
i=1

Df(zo)h = Zthxo Zh af mg (1.9)

par définition de 88—3{2(930).
On en déduit la proposition suivante

Proposition 1.3.13. Si f : U C R™ — RP est différentiable alors la matrice de D f (x)
s'écrit, pour f = (f1,-- -, fp),

0 0

a—ﬁ(l’o) T %(xo)
Jf(z0) =

P P

a—ﬁ(%) - a:fi (o)

C’est la jacobienne de f en x.

Dans tout ce cours, les matrices sont considérées dans la base canonique
des espaces.
ATTENTION : La réciproque du théoréme 1.3.11 est fausse.

Exemples 1.3.14. La fonction

21y ,
fog =L magp S @ F00

0 si (x,y) =(0,0)

admet des dérivées parielles par rapport a x et y en (0,0), mais n’est pas différentiable
en (0,0) puisque pas continue.
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0 : 0 .
Théoréme 1.3.15. Si 8_f( ) existe et © 8_f< ) est continue pour 1 < i < n,
x T

alors f est est dzﬁcerentzable sur U. De plus | applzcatzon x — D f(x) est continue sur
U.

démonstration 1.3.16. Pour simplifier nous donnons la démonstration dans le cas
n = 2. Soit h = (hy, hy) € R?. Nous allons évaluer la quantité

o +1) = Flao) = ) o 5 (a0 (110

comme la somme des deux termes
f(@o + h) — f(xo + (0, ha)) — ha 2L ()
+f (w0 + (0, ha)) — f(x0) — ha (o).

Nous remarquons que la fonction t — f(xo+ (thy, he)) est dérivable et que sa dérivée
ent est égale a hy %(xo + (thi, he)). On peut appliquer la formule des accroissements
finis pour les fonctions réelles : il existe 6 €0, 1] tel que
0
FCo - B) = F(o + (0,hs)) = ha 22 (o + (0, )
1

Appliquant le méme raisonnement a la fonction t — f(xo + (0,thy)), on obtient
Iexistence de T €0, 1 tel que

oo+ (0,12) = fa0) = oo + (0, 71)

Ainsi nous avons

o+ 1) = Flao) = g aw) = ho 5 (o)
= (5 o+ O, a)) = S (w0)
+h2(§—i(:po +(0,7hy)) — g—i(xo)).

To + (O’ h2) 3 |

Zo + (07 Thg)——

Zo
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Nous allons a présent utiliser la continuité des dérivées partielles :

pour tout >0, ilexiste n >0 telque

Ihll < n—> 'g—gﬁumhl,hg»—g—;(xo) -
Il < n—> H%( o)~ L ()| <

Nous choisissons alors h tel que ||h|| < n, de ce fait ||(Ohy, he)|| < net||(0,7h2)|| < n
puisque 0 et T sont dans |0, 1[. Appliquant les inégalités précédentes, on a

| £+ 1) = 1 (@o) = i 2L (o) = 2 2L (w0) |
< || (8 (2o + Ok, o)) = 2 20)) |
+Hh2< (o + (0,7hy)) — d;;(xo))H
< &[] + |haf) = el[R]];-
Ce qui prouve la différentiabilité de f.

Définition 1.3.17. Si f est différentiable sur U et x — D f(x) est continue sur U, on
dit que f est de classe C".

1.3.2 Propriétés

Proposition 1.3.18. Soient f : U — RP et g : U — RP. Si f et g sont différentiables
alors \f + pg lest pour tout A\, ;o € Ret D(Nf + pg)(z) = ADf(z) + pDg(x). De
meéme, fg est différentiable et D(fg)(x)h = Df(x)hg(x) + f(x)Dg(x)h pour tout
h € R".

Proposition 1.3.19. Soient U un ouvert de R", V' un ouvert de R?, f : U — RP et
g:V — RP. Soit xy € U tel que f est différentiable en x, et g différentiable en f(x).
Alors g o f est différentiable en x et

D(g o f)(xo) = Dg(f(20)) o D f(xo).
démonstration 1.3.20. Considérons la quantité

9(f(xo + h)) = g(f(20)) — Dg(f(w0)) © Df (xo)h.

Nous allons I'écrire comme la somme des deux termes suivants

A= g(f(xo+h)) —g(f(20)) — Dg(f (o)) (f (xo + h) — [ (20)) (1.11)
B = Dg(f(x0))(f(zo+ h) — f(zo) — Df(xo)h). (1.12)
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Soit € un réel positif quelconque. 1l existe un réel &, strictement positif tel que
]l < 8 = ILf o+ B) = Flaw) = Df o)l < 12l (1.13)
D’apres la proposition 3.4, il existe M > 0 tel que
|h]| <61 = ||B|| < Melh|. (1.14)

La fonction g étant différentiable en f(xy), il existe un réel §, strictement positif tel
que

Ikl < 82 = lg(f(xo) + k) = g(F(x0)) = Dg(flxo)kll < Skl (1.15)

Comme f est différentiable, il existe une constante K > 0 telle que I'équation (1.13),
entraine

K+e¢
I < 8y = o+ ) — fam)ll < EX Dy (116)
On en déduit que
. 5 6
|h]] < min (6;, —, ——) = A+ B| < e||h]. (1.17)

M K+«
Exemples 1.3.21. Si f : U — R est différentiable, alors sin f, cos f, e/ le sont aussi.
De méme % Vest Ia oit f ne s’annule pas et \/f aussila ont f > 0

1.3.3 Théorémes des accroissements finis et d’inversion locale

A partir de la connaissance de la différentielle, on pourra controler la différence
entre deux valeurs de la fonction. Cela permettra par la suite d’avoir des esti-
mations d’erreur dans les mouvements.

Théoreme 1.3.22. (Accroissements finis) Soit f : U C R" — RP différentiable.
Soient z,y € U tels que le segment o(x,y) soit contenu dans U. On a l'inégalité

If(z) = fWl < Sup [[Df(2)lllz =yl

z€o(z,y)

démonstration 1.3.23. La démonstration de ce théoréeme repose sur l'inégalité des
accroissements finis pour les fonctions d une variable. Pour cela, on va utiliser le fait
que tout élément de z € o(x,y) s'écrit sous la forme z = tx + (1 — t)y avec t € [0, 1]
et introduire la fonction F' définie de l'intervalle |0, 1] a valeurs dans R" par F(t) =
f(tx+ (1 —t)y). La fonction f étant différentiable dans U, la fonction F est dérivable
dans 0, 1] et

F —F
F(t) = T ) B O
h—0,h#0 h

. f(tx+(1—t)y+h(x—y)>—f(tx+(1—t)y))

h—0,h#£0 h

- Df(ter(l—t)y)(:v—y).
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On applique alors I'inégalité des accroissements finis pour les fonctions d une variable,

I1F(1) = F(0)| < Sup [[F'(®)]. (1.18)

t€]0,1]
Ce qui permet d’achever la démonstration.
ATTENTION : Il n"y a pas égalité en général.

Exemples 1.3.24. Soit la fonction f définie de R a valeurs dans R? par f(t) = (¢3,1?).
Onaalors f(1)—f(—1) = (2,0) et f'(t) = (3t?, 2t). [ n’existe pas de point 6 €]—1,1]
tel que f'(9) soit colinéaire a f(1) — f(—1).

Corollaire 1.3.25. Si U est un ouvert convexe, i.e. si x,y € U alors o(x,y) C U,
Df =0= f = constante.

L’hypothese de convexité de U est essentielle. En effet, considérons I'ouvert
10, 1[U]2, 3[ et la fonction f définie par f(x) = 1siz €0, 1[et f(z) = 2siz €]2,3].

Y

1 |
1

N - ===
[\ S

La différentielle de f est nulle mais f n’est pas constante.

Définition 1.3.26. Soient U un ouvert de R™, V un ouvert de RP. Une fonction
[ : U — V est appelée difféeomorphisme de classe C* de U dans V, si elle est bijective
de U sur'V, de classe C* et si f~! est de classe C* de V sur U.

Le théoreme suivant donne des conditions qui permettent de revenir a la
position de départ apreés un mouvement. Attention, tout se passe de facon lo-
cale.

Théoréme 1.3.27. (Inversion locale) Soient f : U — V de classe C' et zq € U.
Supposons que D f(xo) est bijective de R™ dans R", i.e. det Jy,,) # 0. Il existe
alors un voisinage ouvert U' de x tel que f(U') = V' est ouvert et fy est un
diffeomorphisme de classe C* de U’ dans V.

Cela signifie que localement, on peut inverser le mouvement de facon réguliére.
Avec des hypotheses supplémentaires, on obtient une inversion globale.
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Théoréme 1.3.28. Si f est injective, de classe C* sur U et si det J; ne s’annule pas
sur U alors f est un difféomorphisme de classe C' de U sur un ouvert V de RP.

Ces deux théoréemes sont admis.

Exemples 1.3.29.
1) La fonction f(x,y) = (e” cosy, e” siny) admet pour matrice jacobienne

e*cosy —e¥siny
e’siny e“cosy )
Le déterminant de cette matrice est égal a €** > 0, mais f(0,2r) = f(0,0), donc f

n’est pas injective.
2) Une application a la Robotique

FIGURE 1.1 — Robot 3R

On consideére un robot communément appelé 3R (3 liaisons Rotoides, ancien nom
des liaisons pivots), figure 1.1. C’est un robot série consituté de quatre corps liés entre
eux par des liaisons pivots d’axes paralléles. Le robot évolue donc dans un plan.

Les corps sont modélisés par des tiges de longueur l;, notées S; pour i € {0, 1,2, 3}.
On donne R et Ry des reperes orthonormeés directs attachés respectivement aux corps
So et Ss, voir figure 1.2.

1. Les reperes sont placés sur la figure 1.3.
Le vecteur q des parametres articulaires est alors défini par

01

On a un parametre par articulation.

2. Le corps terminal se déplace dans le plan (Oy; iq, jo) donc 3 parametres suffisent
pour décrire sa position et son orientation. On choisit
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Or Jt

FIGURE 1.3 — Parameétrage articulaire

— =

T T = OoOT.io

— —

X=1|1uv avec y = OyOr. 7
«Q - = - =

a = (ig,ir) = (jo,Jjr)

3. Le modele géométrique direct est la relation X = f(q). On peut calculer cette
relation composante par composante :

r = O()OT.Z.—Q>
— (040, + 0,05 + 0504 + 030774
= [y cos Oy + Iy cos(0y + 62) + I3 cos(0y + 6 + 05)

De méme on trouve

Yy = l() + ll sin 91 + 12 sin(91 + 02) + l3 sin(91 + 92 + 93)
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Enfin, de fagon évidente on a o = 01 + 05 + 05. Le modele géométrique direct est
donc :

T l1 cos Oy + Iy cos(by + 02) + I3 cos(0y + 05 + 03)
y = lo + ll sin 6‘1 + lQ sin(91 + (92) + l3 sin(@l -+ 92 -+ 93)
« (91 + 92 + (93

On va calculer la matrice jacobienne de ce mouvement

—lysinby — lysin(fy + 02) — l3sin(a) —lysin(fy + 0) — I3 sin(a) —lI3sin(«)
l1 cos 0y + Iy cos(0y + 0;) + I3cos(a)  lycos(By + 0s) + I3cos(a) I3 cos(a)
1 1 1

ot nous avons remplacé 01 + 0, + 05 par o. Le déterminant de cette matrice est
égal a
det Jf(q) = lllg SiH(GQ)

qui est non nul pour 0 # 0 (mod ). Dans ce cas le mouvement est localement
inversible. On aura donc une solution si on suppose que 8 €0, 7| et une autre
si on suppose que 0y €] — 7, 0[.

Si 0y =0 (mod ), le bras du robot est completement tendu ou replié, et on ne
pourra pas inverser. On peut ici expliciter 'inverse

. Le modele géométrique inverse s’obtient en inversant les trois relations précédentes.

Onpose x' =x —lscosaety =y — lgsinaalors :
2%+ (y —1)? = 2 4 13 + 21415(cos 0y cos(6, + 0y) + sin 6, sin(f; + 65))

d’onl

£L’/2—|— /_l 2_[2_[2
cos(fy) = ( y 211022 : 2) ;

c’est pour inverser la fonction cos que I'on décide si 05 €]0, 7] ou 05 €] — 7, 0.
On aura alors une solution pour un angle ou pour son inverse. La position sera
symétrique par rapport a I'horizontale. Par ailleurs on trouve

ll + lg COS(QQ)) + (y’ — lo)ll Sin(«gg)
x/Q + <y/ _ ZO)Q

Yy — o) (1 + I cos(0y)) — ')y sin(6s)

CC/2 _|_ (y/ _ l0)2

cos(f) = 7

Sin(¢91> = (

De fagon évidente on a : 05 = « — 61 — 0s. Les deux solutions possibles selon
8, correspondent a différents modes d’assemblage : ici bras droit ou bras gauche,
voir figure 1.4.
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FIGURE 1.4 — Mode d’assemblage

1.3.4 Différentielle d’ordre supérieur

Définition 1.3.30. Soit f : U C R" — RP? différentiable en x,. Si x — D f(x)
est différentiable en x, alors f admet une différentielle d’ordre 2 en x. Elle est notée
D2f(.’130).

Derriere la simplicité de cette défintion se cache une difficulté. La différentielle
de Df en z( est une application linéaire de R" dans l'espace des applications
linéaires de R™ a valeurs dans R”. Imaginez ce qui se passe quand on réitere le
procédé!

Exemples 1.3.31.
1) Les polynomes a n variables admettent une différentielle d’ordre 2.
2)Si f: I C R — Rest deux fois différentiable alors D? f(z) = f"(z).
3)Si f : U — RP est linéaire, | est deux fois différentiable et D f(xq) = 0.

Pour calculer cette différentielle seconde, nous allons introduire les notions
de dérivée partielle seconde.

Définition 1.3.32. Soit f : U C R" — RP. On appelle dérivée partielle seconde la
limite, quand elle existe,

%(%)(iﬂb te 'axn) -
0,

of f
87j($17 ST, T+ R T, ) — Bx; (T1,7 Tim1, Tiy Tig1, 5 Tn)

lim
h—0,h7£0 h

C’est le méme principe que pour la dérivée partielle : on gele toutes les

variables xj, pour k # i et 'on dérive par rapport a x; la fonction 597’;.

Exemples 1.3.33. Reprenons 'exemple de la fonction f : R* — R? définie par
f(x,y) = xy? et cherchons ses dérivées partielles secondes. Pour trouver la dérivée
par rapport a x de %, on gele y et on dérive par rapport x. Cela donne

Y

o of -
a—x(a—y)(%y) = 2y.
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De méme, si on veut calculer la dérivée partielle de % par rapport a y, on gele la
variable x et on dérive par rapport a y :

0 0
s Gh w0 =2

Il manque encore deux dérivées partielles. On a

o ,0f
%(%)(Iay) =0,
obtenue en gelant y et en dérivant par rapport x la fonction % et de fagcon analogue
o0 ,0f
5 () ay) = 2a,

Dans l'exemple précédent, nous remarquons que les quantités 8%(’;—5) et

on (8f ) sont égales. Cela découle de la proposition suivante.

Proposition 1.3.34. (lemme de Schwarz) Si [ posséde une différentielle d’ordre 2 en

xo alors
o  Of 0 of 0*f

Ceci implique en particulier que I'application D?f(z) est symétrique, i. e.
pour tout u,v de R" on a

D? f(z0)(u,v) = D*f(x0) (v, u). (1.19)
ATTENTION : La réciproque du théoréme est fausse.

)(wo) =

(o).

Proposition 1.3.35. Soit {e;;1 < i < n} la base canonique de R". Soit f : U C
R™ — RP une fonction admettant une différentielle d’ordre 2 en x. Alors

PT_(a) = Dflan)(ewes) (120)
(%Uﬁxj 0) — 0 iy g .
En particulier si u = (uy, - - -, uy,) et v = (vy,- - -, vn), ona
D*f
Z 83328:1:] (2o)uiv;.

Si f:U CR" — R, on peut écrire cette formule sous forme matricielle. On introduit
la matrice hessienne de f au point x

o2 02
Bz{ (Io) o 8znafx1 (ﬂ?o)
Hiag) = . . .
92 92
—8118{0" (zo) - ﬁ(%)
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et pour tout u,v € R",

D*f(wo)(u,v) = (w1 wn)Hpoy | - | = D*f(z0)(v, ).

Un

Définition 1.3.36. Si f admet une différentielle d’ordre 2 en tout point x de U et si
x — D?f(x) est continue sur U, on dit que f est de classe C*.

Théoreme 1.3.37. Si f admet en chaque point de U des dérivées partielles premiéres
et secondes continues, alors f est de classe C*.

On peut itérer ainsi le processus pour définir les fonctions de classe C" et
de classe C*°.

Exemples 1.3.38. Les polynomes de n variables sont de classe C*°.

Proposition 1.3.39. Si f : U — RP et g : U — RP sont deux fois différentiables alors
Af + pg est deux fois différentiable pour tout X\, i € R et

D*(\f + ng)(x) = AD*f(x) + pD?g(z).

De méme f g est deux fois différentiable et pour tout u,v € R"

D*(fg)(x)(u,v) =
D?f(x)(u,v)g(x) + Df (z)u - Dg(x)v + Df(z)v - Dg(x)u + f(x)D*g(x)(u,v).

En général, il sera plus facile de calculer directement le produit fg et d’ap-
pliquer la définition sur le résultat.

Proposition 1.3.40. Soient U un ouvert de R", V un ouvert de R?, f : U — RP et
g :V = R% Soit xy € U tel que f est deux fois différentiable en x, et g deux fois
différentiable en f(x). Alors g o f est deux fois différentiable en x et

D*(g o f)(wo)(u,v) = D*g(f (x0))(Df(zo)u, D f(x0)v) + Dg(f(w0)) D f (o) (u, v).

Dans la plupart des phénomenes étudiés, on va procéder a une approxi-
mation. Ce qui intéresse 1'ingénieur n’est pas le comportement exact mais un
comportement approché avec une connaissance de la marge d’erreur. Pour
cela, nous allons faire des développements limités de la fonction dont ’ordre
dépendra de la précision demandée. Malheureusement pour avoir des ordres
élevés dans le développement, il faut que la fonction étudiée ait une grande
régularité, ce quin’est pas le cas en général. On privilégiera donc un développement
d’ordre deux ou trois dans un voisinage petit, qui assurera la précision sou-
haitée.
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Théoréme 1.3.41. (Formule de Taylor) Soit f : U C R" — RP de classe C*. Soient
x € Uet h € R" tels que x + h soit contenu dans U. On a I'égalité

Flo 4 B) = f() = DF)h+ 3 D*f(x)(h, ) + ol ).
Si f est de classe C3, alors
Pl 4 B) = () = D)+ 3D F () (b, ) + £ D°F () (b, ) + of 1],

démonstration 1.3.42. Il s’agit de montrer que pour tout ¢ > 0, il existe 5. > 0 tel
que si ||h|| < 0. alors

|10+ = 160 = Drww = gD @ 00| <clbl a2
Définissons
F(R) = (2 + 1) = () = Df(@)h — 3 D*f(x)(h, ). (122)

La fonction F est bien définie, de classe C* dans un voisinage de 0, F'(0) = 0 et

DF(h) = Df(x +h) ~ Df(@) — 3 (D*F@)(h,) + D*F@)(, 1)) (123)
et comme D?f(x) est symétrique, on a
DF(h) = Df(x 4+ h) — Df(z) — D*f(x)(h,-) (1.24)

La continuité de DF (h) entraine 'existence de 6. > 0 tel pour tout u € R" avec
|lul| < 0., ona

IDEu)|| < efull.

Si||h|| < 9., l'inégalité des accroissements finis implique

1M = I1F(h) = F(0)| < Sup [[DF(u)[||h] < elln]’

u€o(0,h)

ce qui donne (1.21).
La formule a I'ordre trois s’obtient par récurrence, ainsi que toutes les formules a
un ordre plus élevé.
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1.3.5 Extrema

On se donne un ouvert U de R" et une fonction différentiable f : U — R.
On cherche un point a € U tel que f(a) < f(z) pour tout z € U. Cette valeur
f(a) serait un minimum de la fonction f. De la méme fagon, on cherche un
point b € U tel que f(z) < f(b) pour tout = € U. Cette fois f(b) serait un
maximum de la fonction f.

Théoreme 1.3.43. Soit f : U — R différentiable. Si f atteint en a son minimum, ou
son maximum, alors D f(a) = 0.

La réciproque est-elle vraie ?

Définition 1.3.44. Soient U un ouvert de R" et f : U C R™ — R, une fonction
différentiable. On appelle point critique de f, un point a € U tel que D f(a) = 0.

Définition 1.3.45. Soit [ : U — R, une fonction différentiable. On dit que a est un
minimum local de f, s’il existe r > 0, tel que B(a,r) C U et f(a) < f(x) pour tout
x € B(a,r).

On dit que b est un maximum local de f, s’il existe r > 0, tel que B(b,r) C U et
f(z) < f(b) pour tout x € B(b, ).

Théoréme 1.3.46. Soit f : U C R® — R de classe C?. Si f atteint un minimun local
au point a, alors D f(a) = 0 et D*f(a)(h,h) > 0 pour tout h € R™. Si f atteint un
maximun local au point b, alors D f(b) = 0 et D?f(b)(h, h) < 0 pour tout h € R™.

démonstration 1.3.47. Soit h € R™. Pour t assez petit, ||th| < r. Si f(a + th) —
f(a) > 0alors pour tout t > 0 assez petit, w > 0, d’out en passant a la limite
quand t tend vers 0, D f(a)h > 0. D’autre part pour t < 0, on obtient l'inégalité
inverse, ce qui donne 1'égalité souhaitée. Pour l'autre sens, on applique la formule de

Taylor, pour th € B(0,r),

fla+th) = f(a) = Df(a)(th)+ %DQf(a)(th, th) + o([[th]]*)

_ %Dvmxm¢m+ommwy

En utilisant le fait que a est un minimum local, on obtient

0< flat th) = f(a) = 5 D*f(a)(h,h) + o b)),

En divisant I'inégalité par t2, et en faisant tendre t vers 0, on obtient D?f(a)(h,h) >
0.

Théoréme 1.3.48. Soit f : U C R™ — R de classe C*. Si a est un point critique de
fetsi D*f(a)(h,h) > 0 pour tout h € R"™\ {0}, alors f admet un minimum local
au point a. De méme si b est un point critique de f et si D*f(b)(h,h) < 0 pour tout
h € R"\ {0}, alors f admet un maximum local au point b.
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démonstration 1.3.49. On va se placer dans le cadre d’un fonction définie dans un
ouvert U de R?. On se place en un point critique de f, a = (a1, as) de U et on veut
connaitre le signe de D? f(a)(h, h) avec h = (hy, hy). Ona

f
0x3

Df(a)n 1) = S+ 250

2
6x18m2 (a)h2

(a)hihy +

Si hy = 0, alors pour %( ) > 0, a est un minimum local et si {( ) <0, aestun
maximum local.

Dans le cas o1t hy # 0, on pose t = Z—;, on cherche alors le signe de

of
03

o2 f 02 f

2 —
(@)1 + 25t + ()

qui est un polynome de degré 2 en t. Le discriminant simplifié est égal a

0*f , OPf O

A = —
813181’2 “ 8x1( >8I2

( ) = —detHf(a

— Sidet Hyiqy > 0, le polynome n’admet pas de racines réelles, il est du signe de
82f(a) .
si %(a) > 0, a est un minimum local et si g%(a) < 0, a est un maximum
1
local.
— Sidet Hyqy < 0, le polynome admet des racines réelles : on démontre que tout

voisinage de a contient des point o et 3 tels que :
fla) < f(a) < £(B).

Le point a est appelé un col.
— Sidet Hyq) = 0, on ne peut pas conclure de facon générale, il faut regarder cas
par cas.

Exemples 1.3.50. 1) f(x,y) = 2* 4+ y* — 3cxy avec ¢ # 0. La fonction f est un
polynodme, elle est donc de classe C™°. Cherchons les points critiques de f.

0
8JxC = 32 — 3¢y
0
8£ = 3y? — 3cx.
Les points critiques de f sont
322 —3cy =0

3y? — 3cx = 0.
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ce qui implique que x* = cx. Les solutions sont alors les points (0,0) et (c, ¢). Calcu-
lons les dérivées partielles secondes.

o*f
gz 07
o2 f
0xdy e
0 f
o~

On calcule det H ¢, ) = —9¢* + 36zy.

En (0,0), det Hyo,0) = —9¢* < 0, c’est un col.

En (c,c), det Hy(coy = 27¢? > 0,si¢c < 0, 227{(0, c) <0, (¢, c) est un maximum
local, et sic > 0, 227{(0, c) >0, (¢, c) est un minimum local.

2)f(xz,y) = a*y* La fonction f est un polynome, elle est donc de classe C*.
Cherchons les points critiques de f.

of .,
Iz 2xy
of _ o »

3_y =27y

Les points critiques de f sont de la forme (z,0) ou (0, y).
Calculons les dérivées partielles secondes.

0 f

Z L 9,2

Ox? y
0*f

=4

0xdy “
0*f

a_yQ = 21‘2.

On calcule det H s, ) = —122°y>. Tous les points critiques annulent det Hy . On
remarque que la fonction f est toujours positive et qu’elle vaut 0 en tous les points
critiques de f. Tous les points critiques sont donc des minima globaux.

3)f(x,y) = x®y>. La fonction f est un polynome, elle est donc de classe C*.
Cherchons les points critiques de f.

8f_ 3
£—2xy
af_ 2 9
ay—?)xy
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Les points critiques de f sont de la forme (z,0) ou (0, y).
Calculons les dérivées partielles secondes.

92 f

i
2f
oxdy by
o2 f
oy~

On calcule det Hy(,,, = —24x*y*. Tous les points critiques annulent det Hy(, ) et f.
Plagons nous au point (0,0), pour € > 0 petit, on a
fle,—e) = - <0
fle,e) =€ >0.
On en déduit que (0,0) est un col.
Le lecteur curieux pourra programmer en matlab ou scilab pour visualiser ces sur-
faces.

4) On étudie la stabilité d'un systeme constitué de deux pendules orthogonaux. Ce
systeme est présenté dans la figure ci-dessous.

X, X
00,
P> X0
X2
Yi
G, Y, X,
o\
2
zZ z P X
Z 1 2 1
0
Z1 ZZ

Le systeme étudié est constitué :
— D’une tige [0y, Oy, de longueur [ et de masse négligeable, en liaison pivot d’axe

(O1, Yo) avec le bti.
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— D’une tige [0, G5, de longueur b dont la masse M est concentrée en G, en
liaison pivot d’axe (Oq, 71) avec la tige [O1, O3]. On donne %’ = /3.
Le potentiel de ce systéme est décrit par :
U0, ) = Mg(lcos() — beos(p) sin(6)) + C
ou C' est une constante. La fonction U est de classe C™°.
1. Les positions d’équilibre du systeme sont données par les équations

%—g = Mg(—Ilsin(f) — bcos(p) cos(f)) =0
ou . .
% = Mgbsin(p)sin(f) = 0.

Les points critiques sont donc

cos(p) =0 o —Isin(f) — beos(p) cos(d) =0
sin(f) =0 sin(p) = 0.

Ce qui nous donne, en utilisant le fait que » = /3,

o=" 4 kn 0= —2 + 2%k 0= okn
2 ou 3 ou 3
g o =2k'm o =2k'm
2 4
6 =" +2kn 6=+ 2kn
ou 3 ou 3
o=2K +1)m o= 02K +1)rm
2. Calculons les dérivées partielles secondes.
( 9°U
ST Mg(—lcos(0) + bcos(p) sin(h))
2
888(‘;; = Mgbsin(y) cos(0)
0*U
| 92 = Mgbcos(yp) sin(0).
On peut alors calculer le déterminant de la matrice hessienne
V3
det HU(,%+2kﬂ-,2]m-) = (—2Mgl)(—7Mgl) >0
et comme P2
™
= (—= + 2km, 2k
802( 3+ krm,2k'm) < 0,

on en déduit que I'on a un maximum local.

En mécanique on dira que la position d’équilibre est stable si toutes les va-
leurs propres de la matrice hessienne ont une partie réelle strictement négative.
Ce qui est le cas ici.
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1.3.6 Extrema liés

Dans ce paragraphe, on cherche les extrema d’une fonction f : U — R
mais dans un ensemble de la forme p(z) = 0. Typiquement quand vous devez
vous déplacer en voiture d’une ville a une autre et que vous voulez prendre le
chemin le plus court, vous devez rester sur la route!

Théoréme 1.3.51. Soient f : U C R" — Ret ¢ : U C R* — RP de classe C',
avec ¢ = (¢1,-,p). Si f admet en un point a un extremum local sur I’ensemble
X = {x € R";¢o(x) = 0} et si Dy(a) est surjective, il existe (A1, -, \,) € RP tels que

Df(a) = Z NiDp;i(a).

Définition 1.3.52. Les \; sont appelés multiplicateurs de Lagrange.
ATTENTION : Si Dy(a) n’est pas surjective, le résultat est faux.

Exemples 1.3.53. Soient f(x,y) = vet p(z,y) = y*>—23. Sip(x,y) = 0, alors y* =
2% donc x est positif, et de méme f est positive sur l'ensemble p(x) = 0. D’autre part
£(0,0) = 0, donc f atteint son minimum en (0, 0) mais il n'y a pas de multiplicateurs
de Lagrange, car Dp(0,0) = 0et Df(0,0) = 1.

Application a la mécanique

Le principe de moindre action d’Euler et Lagrange prétend que la dyna-
mique du systéme est déterminée par un lagrangien

L(q,q,t)

dépendant de la position, de la vitesse et (éventuellement) explicitement du
temps. La trajectoire physique est sélectionnée par le fait que 1’action

to
5= / Lia, ¢, t)dt

t1

soit extrémale. Le probléme posé est donc de trouver une fonction, ou une
famille de fonctions, qui minimise une certaine intégrale. Sa résolution se fait
par le calcul des variations ou encore le Calcul variationnel. On le doit a Euler
qui en avait compris le fonctionnement et Lagrange qui apporta d'importantes
contributions. Nous cherchons donc la fonction ¢(¢) d’une variable réelle ¢ qui
minimise (ou maximise) l'intégrale

t2
52/ L(q, q,t)dt,

ty
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sous un certain nombre de contraintes exprimées par I'équation

ela(t) = (#1(a(®). - epla(®)) =0 pour i€ {L,...n},

ol ¢ est de classe C*. Attention, ici on doit différentier par rapport a la fonction
q(t)! Calculons DS

to X to
S+ h) — S(q) = / g+ hyq+ b, t)dt — / Liq, ¢, t)dt

t1 t1

t2 . . .

:/tl ( g—Lh +0(HhH)>+( th +o<HhH))

|h]l = Max ( Sup hi(t) + Sup h(t)).

1<i<n tG[t1 tz} tE[tl,tQ]
La différentielle de S est donc
oL "\ 0L .
DS(h) = / —h; + h dt

i=1
On integre alors par parties

" OL " 9L
/ (Zé‘qz Zdt@qz ) z;(a_qhi)(b)—z;(a—q._hi)(tl),

K3 K3

Les extrémités des courbes sur lesquelles on travaille doivent étre les mémes,
donc h(t) = h(tz) = 0. On en déduit

2 L /0L d OL .
:/tl ;(a—qhi—aa—%hiwt.

7

Les contraintes en mécanique ne sont pas données sous forme intégrale. Il fau-
drait écrire les contraintes sous la forme

CI)(Q: Q) - 07
avecC ta
_ / D (h)dt
t1

On applique alors le théoreme (1.3.51)

p
= AD®;(h)
j=1
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et comme les deux intégrales sont égales pour toute fonction %, on en déduit
'égalité des fonctions sous l'intégrale, i. e. pour chaque 1 <i <n

oL d&L_zp: ey

dq; - aa% B i ’ dq; (129

=1

Ce sont les équations de Lagrange sous contrainte. Illustrons-les sur un exemple :
Soit Ry = (O, 20, Yo, 25) un repere, supposé galiléen, 1ié au sol (.Sp).
Le systeme étudié (figure ci-dessous) est constitué de trois solides et un res-
sort :
(S1) estun disque homogene de masse m; ﬁyon r et de centre GG;. Il roule

sans glisser en I sur le sol (Sy). On pose OG; = =& + 1. Le repere R, =
(G1, 71,4, Z) est attaché a (S;), tel que 0 = (7o, 71) = (Yo, y1) mesuré
autour de 2.

(S2) est une tige d’extrémités G, et G35, de masse négligeable, de longueur
L et de centre G,. (5) est, d'une part en liaison pivot d’axe (G4, z) avec
(S1) et d’autre part en liaison pivot d’axe (G, zy) avec (S3). Le repere
Ry = (G1, 4, U, %) est attaché a (S2), tel que ¢ = (%o, @) = (Yo, V) mesuré
autour de %,. On pose G1G3 = L.

(S3) estun coulisseau de masse ms. (S3) est astreint a se déplacer sur 'axe
(G, %o)

Un ressort de traction-compression (R),de masse négligeable et de rai-
deur k évite sa chute. La longueur a vide de (R) est /y. La longueur cou-
rante du ressort est notée [ =y + [.

—»

On remarquera que le systeme n’a qu'un seul parametre de configuration indépendant.
La contrainte de roulement sans glissement s’écrit

801(‘%7:979.7@) :LU+T8 = 0.
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Les relations cinématiques entre 7 et gb et entre y et gb sont

902(1..7979.79&) :Z)—Lgbcosgpz 0
(103(¢’y7979b) :CU—LQOSIH(IOZ O

Le Lagrangien est égal a

. 11 :
L($, y, 9, QD) = 5(5771,17'292 + mlx'2 + m5y2) - (mgg + k(l — lo))y
Toutes ces relations seront établies dans le cours de mécanique. On applique

les relations (1.25)

(0L dOL

o “aior Mt

oL 0oL

dy dtay T’

oL d oL

— — —— = AT

06 dt 99

oL doL .
9, d@os Aa(—Lcos p) + A3(—Lsin )

On calcule les membres de droite et on établit ainsi les équations

( —mlai’ = )\1 + )\3
—mzy +mag + k(l —lo) = Ao
1

9%
2m17“ 1r

0= Xa(—Lcosy)+ A3(—Lsingp),

\

auxquelles on ajoute les trois équations de contrainte, 91 = 3 = 3 = 0.
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CHAPITRE 1. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES



Chapitre 2

Analyse Complexe

Dans tout ce chapitre, U désignera un ouvert de C

2.1 Dérivabilité complexe-Holomorphie

2.1.1 Définitions
Définition 2.1.1. Soient f : U — C et 2y un point de U. On a

lim f(u) =1l<=Ve>0,3r. >0 telque YueclU u#0,

U—r20

Ju— 2|l <re = |f(u) =1 <e.
Définition 2.1.2. Si f(z) = lim,,., f(u), alors f est continue en z.

Définition 2.1.3. Soit f : U — C. On dit que [ est dérivable en z, € U, sl existe
un complexe A tel que

Ve>0,30.>0 avec B(z,8.)CU et Yhe B(0,6.),
[f(z0 + 1) — f(20) — Ah|| < e||h]].

On peut encore I'écrire f(zy + h) — f(20) — Ah = o(h). On note A = f'(z).

Remarque 2.1.4. La fonction f étant a valeurs dans C, on peut la décomposer en
partie réelle et imaginaire, et aussi écrire z = x + iy. Dans ce cas

f(z) = P(z,y) +iQ(z,y),
ol P et Q sont des fonctions de U := {(x,y) € R* x + iy € U} dans R,

Proposition 2.1.5. Soit f : U — C. On a équivalence entre

i) [ est dérivable en zq = xog + 1yg € U

33
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ii) P et () sont différentiables en (x¢,yo) et satisfont

opP 0 oP 0 s
%(Sﬁo, Yo) = 8_§(x0’y0) et 8—y(:c0, Yo) = —a—cj(:co, yo) (Conditions de Cauchy).

Dans ce cas f'(z) = %(xo, Yo) + i%(xo, Yo)-

démonstration 2.1.6.
— 1) = i) Le fait que f est dérivable en zy = x¢ + iy s'écrit

P(xo+ h,yo + k) +1Q(z0 + h,yo + k) — P(x0,y0) — iQ(x0,0)  (2.1)
= f'(z0)(h +ik) + o(Vh> + k2) (2.2

Comme f'(zy) est un nombre complexe, on I'écrit sous la forme
f/(Zo) = a + ib.
Remplagons dans (2.1)

P(xo + h,yo + k) — P(o,40) + i(Q(xo + h,yo + k) — Q(z0,50))  (2.3)
= ah — kb+ i(ak + bh) + o(Vh> + k?), (2.4)

divisons par v/ h? + k? et faisons tendre (h, k) vers (0,0) dans (2.3). En séparant
les parties réelles et imaginaires nous obtenons

P(xo+ h,yo + k) — P(xo,%0) — ah + bk

I 0 25
(n)>(00 VTR 25)
lim Q(zo + h,yo + k) — Q(z0,y0) — ak — bh 0 2.6)
(h,k)—(0,0) VhZ k2
Ce qui donne la différentiabilité de P et () et les formules pour les dérivées par-
tielles
oP )
a_x(x(h yO) =a= a_y<5(30, yo)
oPrP o
8_(15072/0) —b = _a_§($0’y0)

Nous avons ainsi obtenu les conditions de Cauchy et I'expression de f(z).
— ii) = 1) Supposons que P et Q) sont différentiables en (xo,vyo) et qu’elles
vérifient les conditions de Cauchy. On peut alors écrire

OP oP
P(zo + h,yo + k) — P(xo,0) = %(370, Yo)h + 8—y($0,yo)k +o(Vh? + k?)
0 0
a—cj(ﬁo, Yo)h + —Q(xoa Yo)k + o(Vh? + k?).

Q(xo + h,yo + k) — Q(wo,y0) = By
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Posant f(z) = P(x,y) +1iQ(x,y), 20 = xo + iy et z = x + 1y, il vient

0
f(zo+2) = ( (2o, Yo) ‘H@—Cj(xo,yo))h
0Q or ; 12 2
+<8y< o, Yo) — a—(xo,yo))zk—l—o( h? +k?).
Ce qui entraine en utilisant les conditions de Cauchy,
oP 0 ,
f(z0+2) = f(20) = <%(9an Yo) + Za—g(%, y0)> (h +ik) + o(Vh? + k?),

soit encore

or

B (w0, 40) + i gcj (2o, ?Jo))Z +o(Vh? + k?).

Flo+2) = f(20) = (-
1l en découle la dérivabilité de f en z et la valeur de f'(z).

Définition 2.1.7. Si f est dérivable en tout point zy € U, on dit que f est holomorphe
dans U.

Exemples 2.1.8.
1) Les polyndmes P(z) sont holomorphes dans C et leur dérivée est égale a P'(z).
2) La fonction f(z) = L est holomorphe dans C*. De méme les fractions ration-

nelles g(z) sont holomorphes dans C privé des racines de () et

(5)’@ _ M(Z).

Q Q?

2.1.2 Propriétés

Proposition 2.1.9. Soient f : U — Cet g : U — C. Si f et g sont dérivables en
2o alors \f + pg lest pour tout A\, € Cet (Af + pug)'(z0) = Af'(20) + 19’ (20). De
méme fglUest et (fg)'(z0) = ['(20)9(20) + f(20)g'(20)-

Proposition 2.1.10. Soient U un ouvert de C, V un ouvert de C, f : U — C et
g:V — C. Soit zy € U tel que f est dérivable en z, et g dérivable en f(z,). Alors

g o f est dérivable en zy et (go f)'(20) = ¢'(f(20)) o f'(20)-

Il faut noter une propriété géométrique importante que vérifie les fonctions
holomorphes :

Proposition 2.1.11. Si f : U — C est dérivable en zy € U et f'(zy) # 0, alors f
conserve les angles avec leur sens au point z.
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2.2 Théorémes d’intégration

2.2.1 Définitions

Définition 2.2.1. On appelle chemin dans C une application -y continue d’un inter-
valle [a,b] C R dans C, de classe C* par morceaux , i. e. il existe un nombre fini de
points ty, ..., t, de |a, | tels que ~ est de classe C" sur tous les intervalles |a, t1], t,, b]
et Jt;, ti1[ pour tout i = 1,...,n — 1. Lorsque y(a) = ~y(b) on dit que ~y est un lacet ou
un chemin fermé.

Définition 2.2.2. Soient U un ouvert de C, v, et o deux chemins contenus dans U
et définis sur [0, 1].

i) On dit que ~, est homotope a v, dans U, s'il existe une fonction ¢ : [0, 1]x[0,1] — U
continue et telle que

p(t,0) =n(t),  @(t,1) =(t) vtel0,1].
ii) Si~y et 7y, sont des lacets, on dit qu’ils sont homotopes s'ils vérifient i) et
2(0,5) = o(1,5) Vs e [0,1].

L’homotopie correspond a l'idée intuitive que 1’on se fait de la déformation
continue d"un chemin de U en un autre sans sortir de U.

Exemples 2.2.3.

1) Soit U un ouvert convexe, i.e. tout segment reliant deux points de U est contenu
dans U. Si a est un élément de U, tout lacet de U est homotope a a. Il suffit de considérer
la fonction ¢(t,s) = (1 — s)y(t) + sa.

2)

Figure 1 : Lacets homotopes
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3)

Figure 2 : Le lacet pointillé et le point a ne sont pas homotopes dans I'anneau bleu.

Définition 2.2.4. Soit U un ouvert de C.

1) On dit qu’il est connexe s’il n’est pas la réunion de deux ouverts non vides
disjoints.

2) On dit qu'il est connexe par arc si tout point a € U peut-étre relié a tout point
bde U par un chemin. Il est alors connexe.

3) On dit qu’il est simplement connexe s’il est connexe et si tout lacet dans U est
homotope a un point de U.

4) On dit qu’il est convexe si pour tout point a et b de U, le segment o(a,b) qui
relie a a b est contenu dans U.

Exemples 2.2.5.

1) Un disque est simplement connexe.

2) Un disque privé de son centre c n'est pas simplement connexe car si on prend
comme lacet un cercle de centre c, il n’est pas homotope a un point. C’est aussi le cas
pour un anneau (voir figure 2).

3) Le plan privé d'un nombre fini de demi-droites fermées est simplement connexe

(voir figure 3).

Figure 3 : Chaque lacet est homotope a un point.
4) Le plan privé d’un nombre fini de points n’est pas simplement connexe.
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2.2.2 Intégrale curviligne

Définition 2.2.6. Soient f une fonction complexe continue dans un ouvert U de C et
v un chemin dans U. On définit la quantité fy f(2)dz par l'intégrale de Riemann :

Lf(z)dz = /atl FOy@)y ()t + "Z::i/tf

Théoreme 2.2.7. Soient U un ouvert convexe et v un lacet dans U. Si f est holo-

morphe dans U alors
/ f=0. (2.7)
v

Théoreme 2.2.8. Soient U un ouvert connexe de C' et f holomorphe dans U. Si ~, et
72 sont des lacets homotopes on a

/71 f(2)dz = /wf(z)dz.

démonstration 2.2.9. Nous allons donner une démonstration qui repose sur une
approche des lacets par des lacets affines par morceaux. Ce genre de démarche d’ap-
proximation est utilisée dans beaucoup de problemes d’Analyse. Soient v, et v, deux
lacets, et ¢ : [0, 1] x [0, 1] — U continue telle que

i+1

b
S ) ()t + / PO ()i

©(-,0) = et (-, 1) = 7.

Onpose s; = Lett; = L pour j € {0,1,...,n}, et on définit l'interpolation affine o,
de la fagon suivante : pour tout (t,s) € [tk, tit1] X [Sj, Sj41],

n(t,s) = n’ ((8j+1 = 8)(trrr — 0)p(tr, 55) + (8501 — 5)(E — ) o (a1, 55)
(s = 53)(t1 = Dt s4) + (5 = 5)(E = t)p(tinn, s511))
o, est continue et approche uniformément . En effet,

len(t;s) = @2, )|

< Sup <H90<tk> 5j) - (lp(t7 S)H: H(p(thrla Sj) - Sp(t 5)“7

lp(tr, s41) = ot ), 1@t 5541) = (2, S)H))

< Sup ot s") —p(t,s)|.

(s~ (t,8) 1</ 2
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Comme la fonction  est continue sur un fermé, borné de R?, elles est uniformément
continue. Ce qui implique que p,, converge uniformément vers ¢ quand t tend vers
+o00. En particulier pour n assez grand, les fonctions ¢ et o, seront assez proches
pour que les quadrilateres

Ui = (o(te, 55), 0(tht1, 55), @(tkr1s Sj41), (tes Sj41))

soient tous inclus dans U. On utilise ensuite le théoreme (2.2.7) sur le bord 01 j;,
des quadrilateres qui nous donne

f=o.

oL jy,

En sommant sur tous les quadrilateres, ce qui est équivalent a sommer j et k de 0 a

n — 1, on obtient alors
/ f— f=0. (2.8)
wn(-,ﬂ) ‘p"('vl)

Ensuite, pour n assez grand, la boule de centre v, (t) et de rayon assez petit est conte-
nue dans U, et contient le chemin ~* réunion du segment o (o, (txy1,0), @n(tr, 0)) et
du chemin ~, ([ty, ty41]). On applique alors théoreme (2.2.7) qui conduit a

/7 f=o. (2.9)

En sommant k de 0 a n — 1, on obtient

/71 I /son(~,0) f=0
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Le méme argqument montre que

/72 - /eon(-,l) f=0 (2.10)

En regroupant (2.8), (2.9) et (2.10), on obtient le résultat.

Corollaire 2.2.10. Si U est simplement connexe et si f est holomorphe dans U, alors
f7 f(2)dz = 0 pour tout lacet dans U.

Définition 2.2.11. (Indice d’un lacet) Soit un lacet v : |a,b] — C et soit zg € C
qui n’appartient pas a v([a, b]). L'intégrale fy Zf—zzo est bien définie et on montre que le

nombre
1 dz

Ind(zo;7) = ﬂ/z—zo’
Y

est un entier relatif. On 'appelle indice de z, par rapport au lacet .

démonstration 2.2.12. Montrons que l'indice est bien un entier. Posons

= (o [ )

par dérivation, nous obtenons

¢(s) _ ()

p(s)  A(t) =2
La dérivée de la fonction £ est donc nulle. Comme o(a) = 1, nous en déduisons
que
V(s) — 2
p(s) = —F——.
) (@) =2

Comme ~ est un lacet, y(a) = (b), d’oit ¢(b) = 1. De ce fait I'indice est bien un
entier.

La continuité de l'indice entraine le fait qu’il est constant sur chaque composante
connexe.

Intuitivement 1'indice correspond a 'idée du nombre de fois que le chemin
tourne autour de z, dans le sens trigonométrique.

Exemples 2.2.13. On va donner les indices des points zy, z1, 2o et z3 par rapport au
lacet bleu.
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Xz

Xz

20

Ind(zo;y) = 1,Ind(z1;7y) = 0, Ind(z;7) =1 et Ind(z3;7y) = 0.

Théoreme 2.2.14. Soit U un ouvert simplement connexe de C. Soient f une fonction
holomorphe dans U et v un lacet contenu dans U. Si zy € C qui n’appartient pas a

7([a,b]) ona

Ind(z0;7)f(20) = L /1z)

2m ),z — 2o

dz.

C’est la formule intégrale de Cauchy.

démonstration 2.2.15. On considere la fonction

f(z) = f(20) :
g(z) _ Z——ZO stz 7é 20
f'(20) si z= 2.

Elle est holomorphe dans U \ {2y}, on peut donc appliquer le corollaire 2.2.10,

lg@ﬂz:O

) dz = f(zo)/ e _ 2im Ind(zo0;7) f (20)-

7Z—ZO Z — 20

On remplace g par son expression

Cette formule tres importante permet de démontrer le résultat suivant :

Théoreéme 2.2.16. Soit f holomorphe dans un ouvert U de C. En tout point zy de U
il existe une boule ouverte B(zy,r) C U et une suite de nombres complexes (ay,)nen
tels que

Vz € B(z,7), f(2)= Zan(z —z)".

neN
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On dit que [ est analytique. En particulier, f est indéfiniment dérivable.
De plus pour tout lacet v de U entourant z, et homotope a un point, on a

1 f(2) _ f(n)(zo)
A ( dz )

n pr— f pr—
2im )., (z — zo)"t! n!

démonstration 2.2.17. On considere un disque B(z,7) C U et on prend pour  le
bord de ce disque orienté dans le sens trigonométrique. Soit z € B(zy, ). Pour tout s
tel que ||zo — s|| =r,ona

zZ— 20 zZ — 20
=1 <1
5—2p r
ce qui prouve la convergence uniforme de la série
+
2” (z — 2)" 1 1 1
1) z—zo0 ’
- (s —20)D  s—2l—-22  s—2

On a alors

fls) _ [f(s) +ZOO(Z—ZO)"

N (s — zo)"

s—z (s—z)
On integre sur -y et comme la série est uniformément convergente, on peut inverser les
signes [ et > et intégrer terme a terme. Ce qui donne le résultat.

2.3 Résidus

2.3.1 Séries de Laurent

On suppose que la fonction f est holomorphe dans une couronne circulaire
C(z0,11,72) = {2 € C;ry < |2 — 20| <12}

Théoreme 2.3.1. Il existe des nombres complexes (c,,)nez tels que

—+00

Vz e Clzg,m1,72), f(2)= ch(z — 2)".

C’est le développement en série de Laurent.

Remarque 2.3.2.
— Les coefficients sont donnés par la formule

_ 1 f(z)
Cn—%/’ymdz,

out y est un lacet dont I'image est un cercle centré en z, et contenu dans la
couronne C'(zp,71,72).
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— La partie du développement pour n < 0 est appelée partie singuliere du développement.

démonstration 2.3.3. Fixons deux réels p et R tels que
r<p<R<rs.

Considérons le lacet vy, p suivant : on parcourt le cercle C'r de centre 2, et de rayon R
a partir du point (R, Imz,) dans le sens trigonométrique, puis le segment reliant le
point (R, Imzy) au point (p, Imz). A partir de ce dernier point, on parcourt le cercle
C, de centre z, et de rayon p dans le sens inverse du sens trigonométrique, puis, pour
finir le segment reliant le point (p, Imzy) au point (R, Imzp).

La fonction f étant holomorphe dans C(zy,r1,72) et le lacet vy, r étant inclus de-
dans, on peut appliquer pour tout z tel que p < |z| < R le théoreme 2.2.14

o) =—— [ L9

20 o ST

l'indice de z par rapport a -y, r étant égal a 1.
Comme le segment reliant les points (R, Imz) et (p, Imzy) est parcouru dans un
sens puis dans l'autre, les deux intégrales s’annulent. Il reste :

RN O Sa (OF

uw Jo, $— 2 2um Jo, 8 — 2

f(z) =

On poursuit la démonstration en développant en série entiere
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dans la premiere intégrale et

dans la seconde. Les deux séries étant uniformément convergentes, on peut inverser les
signes [ et Y. On integre ensuite terme a terme pour obtenir le résultat, en utilisant
le fait que deux cercles centrés en z et de rayon contenu dans l'intervalle |ry, ro| sont
homotopes.

Définition 2.3.4. On dit que z, est un point singulier d'une fonction f si
i) il existe un disque D centré en z tel f est holomorphe sur D \ {z},
ii) dans le développement en série de Laurent autour de z, il existe n < 0 tel que

cn # 0.

Cette derniére condition indique que 1’on ne peut pas prolonger f en une
fonction holomorphe sur D. Il existe deux sortes de points singuliers :

Définition 2.3.5. Soit z, un point singulier de f.

i) Il existe n < —1 tel que c,, # 0 et tel que m < n = c,, = 0. On dit que 2 est un
pole d’ordre —n de la fonction f. Sin = —1 on parle de pdle simple. Dans ces deux
cas, la fonction (z — zy) " f(z) est holomorphe au voisinage de z.

ii) 1l existe une infinité de n < 0 tels que c,, # 0. On dit que z, est une singularité
essentielle de f.

Exemples 2.3.6.
1) Les fractions rationnelles en z admettent des poles.
2) La fonction ®2% n’admet pas de point singulier en 0.
3) La fonction e:vp( ) possede une singularité essentielle en 0.

Définition 2.3.7. Une fonction est méromorphe dans un ouvert U si elle n’admet
qu’un nombre fini de poles {z, ..., z,} dans U et qu’elle est holomorphe dans U \

{z1, .., Zn}-

2.3.2 Théoréeme des résidus

Définition 2.3.8. Soit z, un point singulier de f. On appelle résidu de f au point z,
le coefficient c_; dans le développement de Laurent autour de z, c’est a dire

Res(f, z) = %/f(z)dz

ott y est un lacet dont I'image est un cercle centré en z, assez petit.
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Théoreme 2.3.9. Soient U un ouvert simplement connexe de C, 2, ..., z, des points
distincts de U et f une fonction holomorphe dans U \ {2, ..., z,}. Si 7y est un lacet
dont 'image est contenue dans U \ {2, ..., z,}, on a

/f(z)dz = ini Ind(z;,v)Res(f, z;) = 2imc_;.
8l j=0

démonstration 2.3.10. Pour chaque z;,0 < j < n, la fonction f admet un développement
de Laurent sur un disque épointé centré en z;, , i. e. un disque auquel on a enlevé le
centre, contenu dans U. On considere la partie singuliere de f en z;

-1
n
gz]-(z) = E Czj',n(z —z)",
— 0
qui est une série uniformément convergente. On pose alors

9(z) = f(z) = D 95, (2),

qui est holomorphe dans U \ { zy, ..., z, }. Comme U est simplement connexe, pour tout
lacet on a en appliquant le corollaire 2.2.7

l g(=)dz =0,

[ steris = Z [ o0

soit encore

Calculons

—1 —1
/gzj(z)dz = /Zczj,n(z —z)'dz = Zczﬁn /(z —z;)"dz.
gl 7 T T ol

Sin#—1,ona
/(Z_Zj)nzov
.

car cette fonction admet n+r1(z — 2;)"*t comme primitive. Il reste

d
/ G- 2imInd(zj; ),
v

Z—Zj

et, par définition
c.; -1 = Res(f,2).
D’out le résultat.
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Calcul pratique des résidus

1) Cas d'un pole simple : Supposons que f = # ou g et h sont holomorphes
au point zp avec g(zo) # 0, h(zp) = 0 et h'(2) # 0. Alors

Res(f,z) = Zh_)rrzlo(z —20)f(2) = g/(é(;))

2) Cas d"un podle multiple : Si z, est un pole d’ordre m de f alors

Res(f,z) = L i ( an (z — Zo)mf(z)>

(m — dmel z=20

Détermination du nombre de poles et de zéros d'une fonction méromorphe

Proposition 2.3.11. Soit f une fonction méromorphe non constante dans un ouvert
simplement connexe U. On note F' I'ensemble de ses poles et de ses racines. Si y est
un lacet a image dans U \ F. On a alors

1 !/
ZjGF

2ir [, f(2)

ou n; est I” ordre de multiplicité de z; € F, positif si on a une racine, négatif si on a
un pole .
démonstration 2.3.12. Par hypothese f ne s’annule pas sur U \ F, elle est donc

holomorphe ainsi que sa dérivée dans U \ F. De ce fait fT/ I'est aussi. On applique le
théoreme des résidus

2)
Au voisinage de z;, on peut écrire

f(z) = (2 = 2)"g(2)

out g est holomorphe et ne s’annule pas dans un voisinage de z;. On en déduit que

F(z) =ni(z—2)" g(2) + (z — )" g/ (2)

/ 1@, - QiWiI”d(zjﬁ)Res(ﬂ’ %)-
T “~ !

et donc () )
z) on g )
7o) Gom g

Le quotient ci-dessus admet z; comme seul pole simple. Le résidu en z; est donc égal i
/! /
/ 2;) = lim(z—zj)f(z) =n

I 2z f(2) 7

Ce qui achéve la démonstration.

Res(
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Théoreme 2.3.13. Soient f et g deux fonctions holomorphes dans un ouvert sim-
plement connexe U. On note F' 'ensemble de leurs poles et racines. Soit ~y un la-
cet a image dans U \ F parcouru dans le sens trigonométrique. On suppose que
|f(2) — g(2)| < |g(2)| pour tout z € ~. Alors f et g ont le méme nombre de zéros
(comptés avec multiplicité) dans le domaine délimité par ~.

démonstration 2.3.14. Si |f(2) — g(2)| < |g(2)| pour tout z € ~y alors ni f, ni g ne
s’annule sur vy, sinon l'inégalité stricte ne serait pas vérifiée. La fonction

f(2)
9(z)

h(z) =

est donc méromorphe dans U et sans pole dans .
On a pour tout z € v,

/() = 9(2)]
l9(2)|

L’image de ~y par h est donc contenue dans le disque ouvert centré en (1,0) et de rayon
1, et par conséquent ne tourne pas autour de I'origine. On applique la proposition
2.3.11,

h(z) — 1] = <1

1 P'(z) ,
D’autre part
WE) ) g
hz)  fz)  g(2)
d’oil

1 / /
L[, b / 9,
2ir )., f(2) 2ir [, g(2)
et la conclusion provient de I'application de la proposition 2.3.11.
Exemples 2.3.15.
1) Siao > 1letn € N¥, I" équation 2" = e*~* posséde n racines simples dans le
disque unité.
On pose
flz) = 2" = et g(z) = 2",

et on considere le bord du disque unité. Pour |z| = 1, on a
£(2) — g(e)| = || = 0
avec 0 € [0, 27]. Comme o > 1, 0n a

ecos@—a <1= |g(2)|
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On applique la proposition 2.3.13, f posséde n racines dans le disque unité ouvert. Si
"'une de ces racines z, nétait pas simple, elle annulerait a la fois f et f’, soit

zy = e

nzy Tt =e*
207N — 2) = 0.

Cette équation a pour solution z, = 0, mais 0 n’est pas solution de 2" = e*~°.
Sin > 2, c’est la seule solution.

Sin = 1, une autre solution est zy = 1 qui n’est pas dans le disque ouvert.

2) Une application a I’Automatique

Sortie y(s)

Entrée Wi
ntrée W(s) Transfert F(s) T

On cherche pour quelle valeur de k le systeme est stable. Vous verrez en Automatique
que I"équation entre la sortie y et I'entrée W s’écrit sous la forme

y(z) = Hk—F(z)W(Z)’

ot F' représente la fonction de transfert et que pour étudier la stabilité du systeme, il
faut connaitre le signe des parties réelles des racines de

1+ kF(z)=0.

Si l'une des racines a une partie réelle strictemement positive, le systéme est instable.
Nous allons donc déterminer, le nombre de racines a partie réelle positive. Pour cela
nous allons considérer le contour ~y suivant appelé contour de Nyquist
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On va choisir
— iRt pour te[—-1,1]
v(t) =

Rexp %(2t+ 1) pour tell,2]

On applique la proposition 2.3.11 en posant f(z) = 1+ kF(z),

1 [/(z)
5 e dz = Z njlnd(z;, 7).

Zj er

Calculons

e L Fy(0) > pa()
/ - [ o oa | Ty ) O

Faisant le changement de variable

nous obtenons

/
~1 7( ) 1 7( )
et le membre de droite de cette expression est l'indice de I’origine par rapport au lacet
Y1. Prenons pour F la fonction
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Nous cherchons des conditions sur k pour avoir un systéme stable. Pour R assez
grand, il y a un seul pole de la fonction f(z) = 1+ kF(z) dans le contour de Ny-
quist. Comme on tourne dans le sens trigonométrique, on a

Ny=—1+ Z njInd(z;,7),
{f(z)=0,Rez;>0}

out Ny est l'indice de I'origine par rapport au lacet v,. Si Ny est égal a -1, alors il n’y
aura pas de racine dans le contour de Nyquist. Regardons le contour image ;.

Y

Le demi-cercle du contour de Nyquist, qui a pour image le chemin autour du point
1, se concentrera au point 1 quand R va tendre vers +oc. L'intervalle o (iR, —iR) aura
pour image le chemin a gauche du point 1 et les deux extrémités vont se rejoindre au
point 1 quand R va tendre vers +o0c. On constate que I'origine aura un indice —1 par

rapport au lacet ~y,, si

k
1-—-<0.
5

Ce qui signifie que le systéme sera stable si et seulement si k > 5.

Trois lemmes utiles

Lemme 2.3.16. Soit f une fonction continue dans un secteur S de sommet 0

S={z€C;0 <arg(z) <60}
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SiI" est un arc de cercle de centre z et de rayon p situé dans S et si

lim _|2f(z)| =0,

|z|=400,2€8
alors
lim /f(z)dz = 0.
r

p—r+00

Lemme 2.3.17. Soit f une fonction continue dans le secteur S défini précédemment.
Si I est un arc de cercle de centre O et de rayon p situé dans S et si

lim |zf(2)] =0,

|z]—0,z€S
alors
lim/f(z)dz = 0.
r

p—0

Lemme 2.3.18. Soit f une fonction continue dans un secteur 8 de sommet 0
S§={2€C0< by <arg(z) <6, <met 0Oy+#0}.
Si I est un arc de cercle de centre z, et de rayon p situé dans 8 et si

lim _ |f(z)[ =0,

|z]—=+00,2€8
alors

lim /f(z)eizdz =0.

p—+00

Calcul d’intégrales par la méthode des résidus

2 +oo Pz
1) Intégrales de la forme [ = [~ ng; dx ,
ou £ est une fonction rationnelle n’ayant pas de poles réels et lim zP(z) =
Q 2| +o0 Q)

0. Pour calculer l'intégrale I on va intégrer la fonction R(z) sur le bord v d'un
demi-disque de rayon r, situé dans le demi-plan y > 0 en utilisant le théoreme
des résidus. En faisant tendre r vers oo et en utilisant le lemme (2.3.16), on
montre que

" P(x)
oo Q)

P
de = 2im Z Res(é,zj).
{Q(zj)=0,Imz;>0}
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Remarque 2.3.19. En intégrant la fonction R(z) sur le bord ~y d'un demi-disque de
rayon r, situé dans le demi-plan y < 0 et en faisant tendre r vers 400, on montre que

T P(x) P
dx = —2im Res(—, z;).
% Q([E) {Q(z);mz<0} (Q ])
Y
—R R
77777 > -
X 2 X Z9

Remarque 2.3.20. Si on remplace g par une fonction f qui admet un nombre fini de
points singuliers z;, aucun n’étant situé sur I'axe réel, et qui vérifie ‘ |lirn lzf(2)] =
z|——+o00

0,et si l'intégrale est convergente, on obtient

- f(z)dx = 2ir Z Res(f, zj).

{zjsingulier,Imz;>0}

Remarque 2.3.21. Sous les hypotheses de la remarque précédente, mais sans suppo-
ser que l'intégrale est convergente, on obtient le résultat sur la valeur principale de
l'intégrale, i.e.

R

li =2 ).

dim /_Rf(a:)dx i | Z Res(f, z;)
{zjsingulier,Imz;>0}
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2) Intégrales de la forme I = fj;o f(z)e"®dz avec ¢ # 0 ol f est une

fonction holomorphe au voisinage de tout point situé dans le demi-plan y > 0,

sauf peut-étre un nombre fini de points et lim f(z)=0.
|z]—+00,Imz>0

On suppose que l'intégrale est convergente

Raisonnons tout d’abord pour q > 0.

S’iln’y a pas de points singuliers sur 1’axe réel, on procede comme dans le
cas 1), en utilisant le lemme (2.3.18) et on obtient

+oo
f(z)e"dr = 2in Z Res(fe', z;).

{z;singulier,Imz;>0}

XZ1

X% X Z9

~
7
I
I
I
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
L
>
i
I
I
I
I

Dans le cas ot1 0 est un point singulier de f, on le contourne par un petit arc
de cercle de centre 0 et de rayon € dans le demi-plan y > 0. On obtient alors

+o0
f(z)e""dx = irRes(f,0) + 2im Z Res(fe', z;).

{z;singulier,Imz;>0}
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Dans le cas q < 0.
On procede de la méme fagon mais dans le demi-plan y < 0.
S’iln’y a pas de points singuliers sur 1’axe réel on obtient

+o0
(z)e' " dx = —2im Z Res(fe'?, z;).

> {zjsingulier,Imz;<0}

Y
—R | R
————— > - I
X 2 i X Z9
i XZ1
Si 0 est un point singulier de f, on obtient
(x)e"™dx = —imRes(f,0) — 2im Z Res(fe'", z;).

{z;singulier,Imz;<0}

Dans le cas ¢ = 0.
Il ne reste a traiter que le cas ot 0 est un point singulier de f. Il faut encore
utiliser le lemme (2.3.18) et on obtient

- (x)dx = imRes(f,0) + 2im Z Res(f, z;)

> {zjsingulier,Imz;>0}
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= —inRes(f,0) — 2ir

D

{z;singulier,Imz;<0}

Res(f, z;).
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Chapitre 3

Equations différentielles

3.1 Le probleme de Cauchy

On considere to € R, Vy € U, ouvertde R" avecn > let f : RxU — R". Le
probleme de Cauchy consiste a trouver un intervalle ouvert / de R contenant
to, et une fonction V' — R™ dérivable tels que

{ VI(t) = f(t,V(t)Vtel

Vty) = Vo. G-

On dit que I'on a imposé une condition initiale en ¢ = ¢,.
Remarque 3.1.1. Lorsque I'on dérive en fonction du temps, on a I'habitude d’écrire
VI(t) = V(t).

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz assure 1’existence et 1'unicité d'une telle
solution sur un petit intervalle autour de ¢y, si f satisfait une condition supplémentaire.

Définition 3.1.2. Soient U un ouvert de R™, f une fonction de R x U a valeurs dans
R", ty € Ret Vi € U.On dit que f est localement lipschitzienne par rapport a la
variable V, s'il existe § > 0, « > 0 et K > 0 tels que

Jto — 0,t0 + 0[xB(Vy, ) CR x U
et

Vt e]t0_57t0+5[7 v‘/la‘/Z GB(%,Q),

ona

1F(t, V1) = f(& V2)|| < K[[Vi = Val|.
On dit que f est localement lipschitzienne de rapport K.

Exemples 3.1.3.
1) f(t,V)=kVoukeR.
2) f(t,V)=g(t)ong: R —R.
3) Les fonctions de classe C* sur R x U sont localement lipschitziennes.

57
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3.1.1 Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Théoreme 3.1.4. Soit f : R x U — R" une application continue et localement
lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable. Soient ty € R et Vi € U. Il existe
e > 0 et une unique application V :|tg — €, to + e[— U de classe C* telle que

{ V()= f(t,V())VE €ty — e, to + €] (3.2)

V(to) = Vo.

Remarque 3.1.5. L'unicité de V' signifie que sur tout autre intervalle J Clty—e,to+
e[ contenant ty, il n’y a pas d’autre solution que V.

Exemples 3.1.6. Considérons un objet en chute libre qui subit le frottement de I'air.
La mécanique Newtonnienne donne I'équation que suit la vitesse v de cet objet, mv =
—hv+mg ot h > 0 est le coefficient de frottement, m la masse et g la gravité. D apres
la logique du probleme v > 0. Ici f(t,V) = f(t,v) = w, qui est bien continue, et
lipschitzienne par rapport a v de rapport L. On suppose qu’au temps t = 0 la vitesse
est nulle. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz nous assure l'existence et 'unicité d'une
solution de

W)= o(t) + g

v(0) = 0
sur un intervalle | — ¢, ¢[. Dans ce cas il est facile d’expliciter la solution : en effet on

peut écrire v(t) = L*(1 — e_Wht) et la solution est définie sur tout I = R.

Remarque 3.1.7. Dans I’exemple précédent, on peut résoudre explicitement I'équation.
Ce n'est pas le cas en général. Par exemple ©(t) = (t* + x(t)? — 1)* — 4%z (¢t)* et
z(—1)=0.

Proposition 3.1.8. Sous les mémes hypotheses que le théoreme 3.1.4, il existe ¢ > 0
et 0 > 0 tels que YV, € U avec HVO — VOH < 0, I'équation

{V'(t) = f(t,V(?))
V(te) = Vo

possede une unique solution sur |ty — €, to + ¢[. De plus V(t) = V() quand V, tend
vers Vj.

Cela veut dire que deux solutions auront un comportement proche si les
conditions initiales sont proches, sur un temps qui peut étre tres court.

Remarque 3.1.9. € peut étre tres petit.
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3.1.2 Solutions maximales

L’'unicité locale des solutions pour toute condition initiale se traduit par
une unicité globale.

Proposition 3.1.10. Soient I un intervalle de R, t, € R et V},V; deux solutions de
I'équation

V'(t)= f(t,V(t)Vtel

V(t(]) - ‘/07

ou f est continue et localement lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable. Alors
Vi(t) = Va(t) pour tout t € I.

On déduit du résultat précédent qu'il existe un intervalle maximal 1,,,,, :=
Jt_,t, [ contenant ¢, sur lequel il existe une solution de (1) ayant pour condition
initiale Vj en (. Les bornes t_, ¢, sont des fonctions de (o, V4).

Exemples 3.1.11.
1)

()= 1
x(ty) = xo.
La solution est x(t) = x¢ + t — tq et l'intervalle maximal est I, = R.
2)

{ i(t) = 2%(t)
z(tg) =  xo.

— Si zg = 0 alors la solution est z:(t) = 0 et l'intervalle maximal est I,,,,, = R.
— Si g > 0alors pour t proche de t,, x sera proche de x, donc strictement positif.

Intégrons I'équation
¢ . t
/ 332(8) ds:/ ds =t —tg,
to x (S) to

d’onl
1 1 iy
zo  w(t) 0
La solution est donc
o(t) = — 20
1+ (to — t)zo

1l ne peut exister une valeur t dans |t t [ telle que x(t) = 0 car alors la solution
serait identiquement nulle. Comme x¢ > 0, x(t) > Osur |t_,t [, d'ou 1+ (to —
t)xo > 0 ce qui est équivalent a to + % > t. On en déduit que t_ = —oo et
ty =to+ %.



60 CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

— Si xy < 0 un raisonnement analogue conduit at_ =ty + xio ett, = +oo.

3)
o(t) = —2ta*(t)
z(0) = 1
Pour t proche de 0, x sera strictement positif. Intégrons I'équation
t t
/ mQ(s) ds = —/ 2sds = —t2,
o 2%(s) 0
d’out
1
l—— =t
(1)
La solution est donc
0=
z(t) = —
1+t

qui est définie sur R.
4)

Pour t proche de 0, x sera strictement positif. Procédons comme précédemment

t . t
/ x2(s) ds = / 2sds = t2,
0 T (8) to

d’oul

1— % =1?
La solution est donc )

x(t) = T
Comme x(t) doit rester positif, on obtient 1,4, =] — 1,1].

Proposition 3.1.12. Si I,,,,, =]t_,t[est tel que —oco < t_ < 400 0u —00 < t; <
+00, alors la solution maximale n’est pas bornée sur I,
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3.2 Equations différentielles d’ordre supérieur

De maniere générale soit k € N*, on considere une équation d’ordre k de la
forme
dk dkfl
@V(t) - f(@ V@)a ) W
ou f est définie sur R x U x (R")k~1 et U ouvert de R™. Une solution
de (3.3) est une fonction V' : I — R", I intervalle de R, telle que V" est de
classe C* et vérifie (3.3). Dans la pratique on ramene ce type d’équation a des
équations d’ordre 1 en introduisant une fonction W' : U x (R™)*~1 définie par
W = (Wy,-, W) ott Wi(t) = %V(t}, on rappelle que %V(t) = V(t).Ona
alors

V(t)) (3.3)

;

Wl = V: W2
W2 — V: Wg
W1 = Wi
L Wi = f(t, Wi, -, Wy).

’équation (3.3) est alors équivalente 1'équation du premier ordre W =
g(t, W)otg: RxUx(R")*! — (R")* est définie par g(t, W) = (Wa, -, Wy, f(t, W1, -, Wi)).
On vérifie en particulier que si f est localement lipschitzienne par rapport la
variable (W, -, W), alors ¢ aussi. Et réciproquement. On peut alors appliquer
le théoréme de Cauchy-Lipschitz si f est continue, et si on fixe les conditions
initiales. Quelles sont-elles ? Il faut que pour ¢ = ¢, on connaisse

(

Wl(to) :V(t0> — VE)
Wal(to) =V (to) = V4
\ Wk(to) :%V(to) - Vk—l'

Pour une équation d’ordre k il faut donc k données initiales. On a alors le
théoreme de Cauchy-Lipschitz.

Théoréme 3.2.1. Soient U un ouvert de R" et f : R x U x (R")*! — R"™ une
fonction continue localement lipschitzienne par rapport la variable (W1, -, Wy,). Soient
to € R, et (Vo,-,Vee1) € xU x (RV)E=1 Il existe e > 0 et une unique application
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V ]ty — €, to + e[— U de classe C* telle que

dk dk:—l
%V(t) =f(t,V(t), WV(t)) Vt €]tg — €,t0 + €]
. dkfl
V(to) =Vo, V(o) =W, ,Wv(to) = Vi1
Exemples 3.2.2.
1) L’équation d'un pendule simple est

V(t)= —sinV(t)
V(0) = 0
V(0) = Vi,

o V : I — R représente I'angle avec la verticale. Dans ce cas f est de classe C*> par
rapport a Vet ne dépend pas de t. Les conditions du théoreme de Cauchy-Lipschitz
sont donc vérifiées. On pose

Wy(t) = V(1)
Alors
Wi(t) = Wa(t)
Wy(t) = —sin Wy(t),

et g(t, Wl, WQ) = (WQ, —sin W1>
Comme on part du point (0,0), V' est supposé petit pour t petit et les physiciens
approchent alors le sinus de x par x, d’oii le systeme

Wit) = Wa(t)
Walt) = =),

pour t petit.
2) Pour
Vit)y= 0
V()= Vo
V(o) = W,
on pose
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Alors

Wi(t) = Wa(t)
Wo(t) 0,

et si I est un intervalle ouvert, on obtient Wy = constante = Vi, d'oit Wi (t) =
Vi(t —to) + Vo = V(1)

3.3 Equations différentielles linéaires

3.3.1 Equations du premier ordre

On considere 1'équation
V()= f(t, V() Vtel. (3.4)

Définition 3.3.1. On parle d’équation linéaire lorsqu’a t fixé, I'application f est
linéaire par rapport a 'V, c’est a dire U = R" et

\V/‘/l, ‘/2 S Rn7 V)\lu )\2 € R? f<t7 >\1‘/1 + )\2‘/2) = )\1f<t7 ‘/1) + )\2f<t7 ‘/2>

L'équation (3.4) peut s’écrire sous la forme V'(t) = f(¢,V(t)) = A(t)V(t) out
A: I — M,(R) est une matrice.

Proposition 3.3.2. La fonction f est continue et lipschitzienne par rapport V si et
seulement si t — A(t) est continue sur I, i.e. si tous les coefficients de la matrice sont
continus.

I — M,(R)
t —  A)
nue. Alors pour tout ty € I et tout Vi € R", il existe une unique solution V: I — R"
de I'équation

Théoreme 3.3.3. Soient I un intervalle ouvert de R, et A : { conti-

{ VI(t) = A@Q)V(t) Vtel
Vito) = Vo.

De plus I"ensemble des solutions de I'équation V' (t) = A(t)V (t) sur I forme un espace
vectoriel de dimension n.

Remarque 3.3.4. Sous des hypotheses similaires, on vérifie que I'ensemble des solu-
tions d'une équation linéaire d’ordre k (a valeurs dans R™) est un espace vectoriel de
dimension nk.

Exemples 3.3.5.

On considere le systeme suivant. { . ,
Y y = x+1ty
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Il est s’écrit sous la forme

T\ t —1 X
y ) 1 t y )’
et est donc linéaire.

3.3.2 Equations linéaires a coefficients constants du premier
ordre

Définition 3.3.6. L'équation V'(t) = A(t)V (t) est a coefficients constants si A(t) ne
dépend pas de t, on la notera A.

On va considérer 1"équation

(3.5)

V) = AV() Vel
V(to) = Vo,

oV :I—RretAe M(R).

Définition 3.3.7. Soit A € M, (R). On appelle exponentielle de la matrice A, que
+o0o 4k

s A . A N N k _ . . .
I'on note e, la matrice égale a Z T o A" = A x - x A, le produit de k matrices

k=0
A.( cette série est convergente)

Théoréme 3.3.8. Les solutions de (3.5) sont V() = e*=10)AV,, elles sont définies sur
I

Proposition 3.3.9. Si A est diagonalisable alors il existe (A\y,-,\,) € R" et P €
M,,(R) inversible tels que

A0 0
B 0 X - 0 1
A=P \ 0 P
0 - A
Sous ces hypotheses on a
et 0 0
A . 0 6)\2 ‘ O -1
e" =P _ V0 P
0 et

Dans le cas ou A est diagonalisable, si (A1, -, A,) sont les valeurs propres et
(e1,-, e,) les vecteurs propres associés, on peut écrire Vy = > " | Vjje;.
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Théoréme 3.3.10. Si A est diagonalisable, les solutions de (3.5) sont égales a

n

V(t)=> (Vgehtoye,.

=1

Dans le cas ou A n’est pas diagonalisable, le calcul de e? repose sur la
décomposition de Jordan de A.

Exemples 3.3.11.
x Y
j=x
z(0)= 1
y(0)= 0
Danscecas \y =1, \y = —1,e; = (1,1) et e5 = (—1, 1). La condition initiale s’écrit

Vo = 1(e1 — e2) et la solution est V (t) = (cosht,sinht).

3.3.3 Equations linéaires a coefficients constants du premier
ordre avec second membre

On va considérer I’équation

{ V'(t) = AV(t)+ B(t) Vtel 6)

V(tO) = %7
ouV:I—-R"Aec M,(R)et B: I — R"continue.

Théoreme 3.3.12. Si A(t) = A pour tout t € I, la solution de (3.6) qui vérifie la
condition initiale V (ty) = V; s’écrit sous la forme

t
V(t) = elt-04y —I—/ e B(s)ds.

to

Exemples 3.3.13.
=y
= +te
2(0) = zo
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On a le systeme précédent en posant A = ( 01 ), et B(t) = < y > Ona

10 te!
4 [ cosht sinht R
€= ( sinht cosht , doi

x(t) cosht sinht "( cosh(t—s) sinh(t— s) 0
= . Vo+ . ds,
y(t) sinht cosht t \ sinh(t —s) cosh(t—s) se’
ce qui donne
z(t) \ _ ([ cosht sinht Vi 1/ t(t —1)e' +sinht
y(t) )~ \ sinht cosht | 'O " 4\ t(t+1)e! —sinht )
3.3.4 Equations linéaires a coefficients constants d’ordre supérieur

sans second membre

On considere k € N* et (ag, -, a;_;) € R*. On veut trouver y : I — R(ouC)
qui vérifie
dk dkfl

d
() + a1 Zy(8) + -+ ay(t) + aoy(t) = 0. (3.7)

D’aprés ce qui précéde, on peut se ramener a une équation du premier ordre
sur R”, linéaire a coefficients constants. L'espace vectoriel des solutions est
donc de dimension k. En pratique il est plus rapide de rechercher directement
les solutions de (3.7) de la forme e,,(t) = e™. En reportant dans (3.7), on voit
que e,, est solution si et seulement si m vérifie

P(m) =m" + ap_ym ' 4+ -+ aym + ag = 0.

Ce polynome P est appelé polynome caractéristique de I’équation. La fonction

e est solution si et seulement si m est racine de P. Il y a alors deux cas
k

1) les racines de P sont simples alors P(m) = H(m — m;) et les m; sont
=1
tous distincts. La famille {e,,, }1<;<x est une famille libre de solutions de (3.7),
k
et donc c’est une base. Ainsi toute solution de (3.7) s’écrit z(t) = Z a;e™?,
=1

a; € Cpour1 <i<k.
!
2) P admet des racines multiples P(m) = H(m —my)"® avec r(i) € N* et
=1
Eizl r(i) = k. On montre alors que les fonctions f; ,(t) = "™ pour 0 < p <
r(i)—1let1 < i < lsontdessolutions de (3.7). On vérifie que { fi , fo<p<r(i)—1,1<i<i
est une base.
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Exemples 3.3.14.
1)
y/l o y — O
Le polynome caractéristique est P(m) = m* —1 = (m — 1)(m + 1). Les solutions
sont donc y(t) = ae' + be~" avec a,b € R.

2)
y//l_yl/_y/_l_yzo'

Dans ce cas P(m) = m> —m?* —m+1 = (m — 1)%(m + 1). Les solutions sont de
la forme y(t) = ae™ + (bt + c)e’, avec a, b, c € R.

3)
y'+y=0.

Ona P(m) = m? + 1, les racines sont complexes ! On travaille dans C, y(t) =
ae' + fe™. Mais y(t) est réel, il faut donc que = @. Si « = a + ib, on obtient
alors y(t) = 2acost — 2bsint. La forme générale de la solution est donc y(t) =
Acost+ Bsint,avec A, B € R.

4)
y'+y +y=0.
, 1403
On a P(m) = m*> + m + 1 et les racines sont m = TZ\/_ Un calcul
analogue & celui de l'exemple précédent nous conduit a y(t) = e7 (Acos ‘/7325 +

Bsin %gt). De facon identique si le polynome caractéristique admet deux racines com-
plexes conjuguées a+ib, avec a,b € R, une solution sera de la forme y(t) = e (A cos bt+

Bsinbt) avec A, B € R.

avec second membre

On considere k € N* et (ag, -, a;_;) € RF. On veut trouvery : I — R(ou C)
qui vérifie

dF dF-1 d

ﬁy(t) + ax— Wy(t) +-+ @1£y(t) + apy(t) = b(t), (3.8)
avec b : I — R continue. On commence par résoudre 1'équation sans second
membre, que 1’'on appelle équation homogene. Soit (vy, -, v) une base de so-
lutions de I'équation sans second membre. On sait que I'on peut mettre (3.8)
sous forme d’un systéme du premier ordre en posant
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(

Y =1Yo
Yo = V1
Yk—2 = Yk—1
L U1 = —(aoyo + - + ar—1yr—1) + b(t).

On peut écrire ce systeme sous la forme Y'(t) = AY (t) + B(t) avec

Yo 0
Y (t) = yk'_2 et B(t) =
Yk—1 b(t)

Le systeme homogene Y’ = AY admet

U1 Uk
i=( - |, V=
U§k—1) vl(€k—1)

comme base de solutions.(v® est la dérivée iéme de v) On cherche alors une
solution du systeme Y'(t) = AY (t) + B(t) de la forme

Y(t) = Z@i(t)vi(t).

Comme V}(t) = AV,(t), il vient

k k k

Y/(£) =Y aiVi(6) + D ai(t)Vi(t) = AY (1) + Y ai())Vi(d).

i=1 =1 i=1
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En identifiant avec le systeme, il faut choisir les o] tels que Zle al(t)\Vi(t) =
B(t), i.e.

k
Z a;(t)v(t) = 0

Sty = 0

Ce systeme permet de calculer ¢(¢) pour 1 < i < k puis en intégrant, a;()
pour 1l <:i <k.

La solution générale de (3.8) est la somme d’une solution particuliere avec
la solution générale de 1’équation homogene.

Exemples 3.3.15. On considere I'équation

B

y' +4y = tant, avec t¢€|— g,

| X

L’équation homogene est
y'+4y =0

dont une base de solutions est (cos 2t, sin 2t).
On cherche la solution sous la forme y(t) = oy (t) cos 2t + as(t) sin 2t. on résoud
le systeme précédent et on obtient

o) (t) = —sin?¢
1
ay(t) = §(Sin 2t — tant).

On choisit alors les primitives

t 1
Oél(t) = —5 + ZSlIth

1 1
as(t) = . cos 2t + §1n (cost).



70 CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES
La solution est donc, apres avoir regroupé les termes,

t 1
y(t) = — 5 cos 2t + 3 In (cost) sin 2t + ay cos 2t + v sin 2t,

avec oy, as € R.



Chapitre 4

Stabilité des solutions et points
singuliers

On se propose d’étudier le comportement des solutions d'une équation
différentielle losque le temps ¢ tend vers l'infini.

4,1 Stabilité des solutions

4.1.1 Définition

On considere ty € R, z5 € U, ouvert de R" avecn > let f : Rx U — R™
On considere le probleme de Cauchy

V') = f(t,V(t) Vtel
e { yan Y ,

et on suppose que la solution existe sur [ty, +00[. On va étudier ce qui se passe
quand on fait varier la condition initiale.

Définition 4.1.1. Soit V (t, z) la solution maximale de (C,) telle que V (to,2) = z.
On dira que la solution V (t, z) est stable s’il existe une boule B(zy,r) C U et une
constante C' > 0 telles que

i)Vz € B(zo,7), t — V(t, z) existe sur [ty, +00],
i) Vz € B(zp,r)ett >ty ona

|V (t,z) = V(t,2)| <C.

La solution V' (t, zy) est asymptotiquement stable si elle vérifie

i)Vz € B(zo,7), t — V(t, z) existe sur [ty, +00],

71
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ii’) 3z € B(zo,7) et 7y : [ty, +oo[— R continue avec lim;_, 1o, () = 0, telles que
Vz € B(zg,7)ett > tg,ona

IV (t,2) = V(£ 20) | < ~(2).

Exemples 4.1.2.
1)y =ky*aveck < 0etyy>0.0nay(t) = T 4ot
1Yo — %ol
t —to)yol|1 — k(t —to) ol
Commet >ty et k < 0 la solution est stable.
2)y = —y, alors y(t) = yoe " et
y(®) =yt

La solution est asymptotiquement stable.

\mw—y&ﬂs|y_m

< |yo — vole "

4.1.2 Systeémes linéaires a coefficients constants

On considere le systéme
Y’ = AY avec
hn aijr - - Qin
Y = et A=

Yn ap1 * * Qpn

On sait que Y (¢, z) = e™4z et donc Y (t,2) — Y (t,29) = e70)4(2 — ). La
stabilité de la solution est donc liée au comportement de e~*4 quand ¢ —
+00.

— n=lalors A = a € Cet |el=0)a| = ¢(l=10)e T eg solutions sont

1. stables si et seulement si a < 0
2. asymptotiquement stables si et seulement si Jta < 0.
- n quelconque
1. si A est diagonalisable, on se ramene par changement de base a

A0 -0
T P VR
A=1 \ 0
0 CA

n

Les solutions sont alors y;(t, z) = zeti{t=t) pourl <i<netz =
(zi)1<i<n- Les solutions sont
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— stables si et seulement si R();) < 0 pour tout 1 <i <mn,
— asymptotiquement stables si et seulement si £()\;) < 0 pour tout
1< <n.

2. si A n’est pas diagonalisable, on peut la trianguler par blocs. Sur
chaque blocon a

A *

p=| %" — A+ N,

/
> X X

0
ou N est nilpotente i.e. N" = 0. Alors

n K
(t—ton N (E—10)" g
0 B N*.

e(t—to)B _ e(t—to)/\fe(t—to)N —e

k=0

t—to)B t—to)A

Les coefficients de e! sont tous des produits de e!
polynomes de degré inférieur a n.

- si R(A) <0, les coefficients tendent vers 0,

— si R(A) > 0, les modules des coefficients tendent vers +oo,
— si R(\) = Oalors |el!~"0)A| = 1 et el'~")” n’est pas bornée.

On en déduit :

par des

Théoréme 4.1.3. Soient Ay, -, \,, les valeurs propres de A. Alors les solutions de Y' =
AY sont
— stables si et seulement si, soit R(\;) < 0 pour tout 1 < i <n, soit R(\;) = 0et
le bloc correspondant est diagonalisable,
— asymptotiquement stables si et seulement si R(\;) < 0 pour tout 1 < i < n.

4.1.3 Petite perturbation d’un systeme linéaire

On considere le systéeme
(P) Y' =AY +g¢g(t,Y)oug : [tg, +00o[xR™ — R" est une fonction continue.

Théoreme 4.1.4. Soient Ay, -, \, les valeurs propres de A. On suppose que R(\;) < 0
pour tout 1 < i < n. S'il existe k : [to, +00[— R continue avec limy_, - k(t) = 0,
telle que VY1,Y, € R™ et Vt > ty, ona

lg(t, Y1) = g(t, Ya)|| < k(@)[[Y1 = Yz,

alors toute solution de (P) est asymptotiquement stable.
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démonstration 4.1.5. On étend le systeme a C" en posant par exemple g(t,Y) =
g(t, R(Y")). Dans la suite, nous nous plagons dans C™. 1l existe alors une base (e, ..., e,,)
dans laquelle A se met sous la forme

Al a2 - iy,
A — 0 Ao - ag
0 . - AN

Posons é; = ee;j avec e > 0 petit. Il vient
Aéj =gl (a1j61 + ...+ Aj—15€5—1 -+ /\jej)
= 5j’1a1jél + ...+ €Clj,1jéj71 + )\jéj,

de sorte que dans la base (€, ..., ¢é,), les coefficients diagonaux peuvent étre rendus
arbitrairement petits. Pour simplifier nous gardons la notation a;; pour ces termes
non diagonaux. On supposera donc que |a;;| < € et on pourra choisir € aussi petit
qu’on veut. Considérons deux solutions Y (t, Z) et Y (t, Zy) :

Y'(t,2) =AY (t,Z) + g(t.Y (1, Z))
Y'(t, Zy) = AY (t, Zo) + g(t, Y (t, Zp))

et évaluons la différence
D(t)=Y(t,Z) = Y(t, Zy).
Nous avons

D'(t) = AD(t) + g(t, Y (t, Z2)) — g(t, Y (¢, Zo)),
avec ||g(t, Y (t, Z)) — g(t, Y (t, Zo)) | < KO D@)]-

Nous allons majorer la quantité
N(t) = DO’
Nous avons

N'(t) = D'()D{O)+D()D'(E) = 2R(D()AD®)+2R (D)9 (¢, ¥ (¢, 2))~g(t, Y (¢, Z0))).

On peut majorer le dernier terme de la somme par
2[D@NEOID@] = 2k(E) N (1)
Pour le premier terme de la somme, on a

D(t)AD(t) = Zn: )\j]dj\2 + Z aijmdj (1),

1<j
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de sorte que

R(D <Z§R )di1> +> " lai;|N ().

1<j

Comme R(\;) < Oet |a;;| < e, on choisit € assez petit pour que
R(D(t)A —CZ |dj|? = —cN(t

ott ¢ > 0. On remarque que N (t) ne peut s’annuler que si les deux solutions corncident
identiquement. On obtient alors

N'(t) < —2eN(t) + 2k(H)N(t),

N'(t)
N () < —2c¢ + 2k(t),

ln(]]\fv((t?)) <=2 /t:(c — k(s))ds,

N(t) < 12— ZlPexp (- Z/t(c ~ k(s))ds).

to
car N(to) = ||Z — Zo||*. En prenant la racine carrée, on obtient
IY'(t, 2) =Y (t, Zo)l <~(t)

aoec

(t) = exp ( . /t(c . k(s))ds) 1Z = Z|

to

Comme

lim <c - k(s)) =c,

s——+00

l'intégrale diverge vers 4oc et 11£rn v(t) = 0. Ce qui montre que les solutions sont
t——+o00

asymptotiquement stables.

4.2 Points singuliers

On va se placer dans le cas de systémes autonomes, c’est a dire que la fonc-
tion f du second membre ne dépend pas de ¢.
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4.2.1 Position du probleme

On suppose données des fonctions f; pour 1 < i < n de classe C' dans un
ouvert U de R". On considere le systeme différentiel associé

ri(t) = fi(z1(D), .. 2n(t))

() = fu(z1(t), ..., za(1)).
Grace au théoreme de Cauchy-Lipschitz, en posant f = (fi, ..., f,,), on sait que
par tout point
My = (21(t0), -, 2n(to))
de R" passe une unique solution. L'ensemble des points (z(t), ..., z,(t)) est
une courbe intégrale du systeme. On cherche a décrire l'allure des solutions
au voisinage d'un point M, donné.
- Cas1
J1(Mo) 0
A
Le point M est dit régulier, les normales aux courbes intégrales sont sen-

siblement paralleles les unes aux autres dans un petit voisinage de M,.
- Cas2

J1(Mp) 0

f n(MU) 0
Le point M, est singulier ou point critique : plusieurs comportements
sont possibles; nous les étudierons en T.D. Un tel point donne une so-
lution constante égale a M. Pour étudier les solutions voisines, on sup-
pose apres translation que M, = (0,...,0) = O. On a alors f(0,...,0) =
g(0,...,0) = 0 et le systeme devient

2y (t) = filzi(t), ..., xn(t)) = annzy + - + arpzn + o(|| (21, -y ) |])
$;1(t> - fn(xl(t)7uxn(t)) :anlxl+'+ann$n+O(||($17‘“7xn)||)-
On introduit la matrice
air - ¢ Qip g_Q(O> T %(O)
A= =t |

Un1 -+ ¢ App g—fj(O) .. %(0)
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c’est a dire la matrice jacobienne de f en l'origine.
Le systeme devient, si on pose M (t) = (x1(t), ..., xn(t)),

M' =AM + G(M)

avec
oG

G(0, ..., 0) (0,...,0) = 0,

pour 1 <7 <n.Ona alors

Proposition 4.2.1. Pour qu’un point singulier My = (29, ..., 2°%) soit asymp-
totiguement stable, il suffit que les valeurs propres de la matrice jacobienne

o (Mo) - - G- (Mp)
A= 0 0
o (Mo) - - Gl (Mo)

ait leur partie réelle strictement négative.
Il suffit d’appliquer le théoreme 4.1.4

Remarque 4.2.2. Contrairement au cas d'un systeme linéaire, on ne peut pas décider
de fagon générale quand la partie réelle est nulle.

Exemples 4.2.3.
2(t) = azd {:L‘(to) = . .
, avec . Le point (0,0) est critigue et A =
{ y(t) = By’ y(to) = o pont (0.0) 1 1
00 g . . z(t) = wo(1 —2axdt)"2
. On vérifie facilement que la solution est 0 ,
( 00 ) he 7 { y(t) yo(1 — 2By3t) "z

définie pour 1 — 2t > 0 et 1 — 20y3t > 0. Ce qui conduit a
—-sia>0,t< ﬁ,
—-sia<0,teRT,
—-s5if>0,t< ﬁ,
-sif<0,teR".
Les solutions sont asymptotiquement stables si o < 0 et 3 < 0, instables si o« > 0 ou

5> 0.

Définition 4.2.4. On dira qu'un point singulier M, est non dégénéré si

G (M) - - L (Mo)
det o £0.
(M) - - 3l (Mp)
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Remarque 4.2.5. Dans I'exemple précédent , (0,0) est dégénéré.

Exemples 4.2.6. Pour le systeme

{x’(t) = 2?4y

Jt) = sy (0,0) est critique non dégénéré.

4.2.2 Systemes linéaires en dimension deux

On considere le systéme

¥ = axr+by
y = cx+dy’

A:(gg).

On note Ay, \; les valeurs propres de A.

et on pose

Les valeurs propres de A sont réelles

a)si A1 # Ay, lamatrice A est diagonalisable, dans la base des vecteurs propres
les solutions s’écrivent

{ac(t) = mpgeM!

y(t) = yoet
d’ou

— pour 0 < Ay < Ay cest un noeud impropre instable,

Y
14
xo<0etyy >0 xo>0etyy >0
} } X
—1 0 1
11
o <0etyy <O z9g>0etyy, <0

Cas:()<)\1<>\2
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— pour Ay < A1 < 0 c’est un noeud impropre asymptotiquement stable,
Y

14
o <0etyy >0 zg>0ety, >0

: T
1
o< 0etyy <O zg>0etyy, <0
Cas: My < A <0
— pour \; < 0 < Ay c’est un col, toujours instable.
Yy
11
xo<0etyyp >0 xo>0etyy >0
% % x
-1 0 1
14
o <0etyy <0 x9g>0etyy, <0

Cas: A\ <0< A

b) si \; = Ay = A, et la matrice A est diagonalisable. Dans la base des vecteurs
: . z(t) = xpet .
ropres les solutions s’écrivent ,d’ou

prop { y(t) = wo et

— pour 0 < A cest un noeud propre instable,
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o <0etyy >0

x0<0etyo<0

14

Cas:()<)\1:)\2

z9g>0ety, >0

x0>0ety0<0
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— pour A < 0 c’est un noeud propre asymptotiquement stable.

)

14
o <0etyy >0 zg>0ety, >0

} } T
—1 1

141

o< 0etyy <O zg>0etyy, <0
Cas: A\ =X <0

c)si Ay = Ay = A, et la matrice A n’est pas diagonalisable. Mais on peut
toujours 1'écrire sous la forme

A0
(1)
z(t) = zoe

y(t) = (yo+wot)e
— pour 0 < A c’est un noeud exceptionnel instable,

Y
x0<0ety0>0 :C0>Oety0>0

14

x % x
/ -1 0 1

116
o <0etyy <0 xo>0etyy <0

Les solutions s’écrivent { v, d’otu

Cas:0 < A
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— pour A < 0 c’est un noeud exceptionnel asymptotiquement stable.

Y
o <0etyy >0 x9g>0ety, >0
14

/\ % §

14
x0>0ety0<0

x0<0etyo<0

Cas: A <0

Les valeurs propres de A ne sont pas réelles

On peut écrire \; = o +if et \y, = o — i avec § > 0. Dans ce cas il existe

une base dans laquelle
(o -
A= ( 3 a ) .

. ia z(t) = e*(zgcos(Bt) —yosin (Bt)) ,, .
Les solutions s’écrivent { y(t) = e (yocos (Bt) + wosin (Bt)) d’ou
— pour 0 < a c’est un foyer instable,
Y

xo<0etyyg >0 xo>0etyy >0
14
* p % T
o

11
o <0etyy <0 xo>0etyy <0
Cas: 0 <«

— pour a < 0 c’est un foyer asymptotiquement stable,
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o< 0etyy>0 xo>0etyy >0

EE A

11
o< 0etyy <0 xog>0etyy, <O
Cas:a <0
— pour a = 0 c’est un centre, stable.
Yy
x0<0ety0>0 x0>OetyO>0
14
T
$0<Oety0<0 x0>0ety0<0
Cas:a=0

4.2.3 Systémes non linéaires

Attention, les courbes intégrales d’un champ de vecteurs quelconque au
voisinage d’un point singulier ne ressemblent pas toujours a celles du systeme
linéarisé. En revanche, on a un théoreme sur la nature du point singulier. Soit

i (t) = fi(z1(t),...,x,(t)) = annzy + - + arpx, + o(|[(z1, ..., z0)||)

o (t) = falz1(t), ..., 20(t)) = apizy + + + appxn + o(|| (21, -y ) ])

ot les fonctions f;, 1 < i < n sont de classe C*° dans un ouvert U de R", M,
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un point de R" et

(M) - - (M)
A: . . . . ’
L(Mo) - F(My)

Théoreme 4.2.7. Soit M, un point critique. Alors

1. Si les parties réelles des valeurs propres de A sont strictement négatives, M, est
asymptotiquement stable.

2. Sil'une des parties réelles est strictement positive, My n’est pas stable.

démonstration 4.2.8. Pour le point 1), on applique le théoreme 4.1.4. Le point 2)
découle de la section1.2.

Exemples 4.2.9.
{ 7(t) = ryty
y'(t) = z+ay
totiquement stable.

Le point (0, 0) n’est pas stable, le point (—1, —1) est asymp-

Que se passe-t-il lorsque les parties réelles sont nulles ?
Définition 4.2.10. Soit M, € U, U ouvert de R", L : U — R une fonction continue
avec L(M,) = 0. On dit que

i) L est définie positive (respectivement négative) si L(x, ..., x,,) > 0 (respectivement
L(zy,...,x,) < 0) pour tout (21, ...,x,) € U avec (x1, ..., x,) # M.

ii) L est semi-définie positive (respectivement négative) si L(x+, ..., x,) > 0 (respec-
tivement L(xy, ..., x,) < 0) pour tout (xy,...,x,) € U.

Exemples 4.2.11.
1) L(x,y) = x*y?* est semi-définie positive.
2) L(z,y) = * + y* est définie positive.

On considere le systeme

ri(t) = fi(z1(t), .. 2a(t))

r,(t) = fa(@1(t), ..., (1))
ot les fonctions f;, 1 < i < n sont de classe C'*° dans un ouvert U de R". On
définit pour L : U — R de classe (", la quantité

" OL dL

Ly e X)) = e Tp) filT1, oy xy) = — (21, ..., Ty,
fz<901, y &L ) — axi(% x )f(xl x ) dt (Il x )




4.2. POINTS SINGULIERS 85

Définition 4.2.12. On dit que L : U — R de classe C" est de Liapounov pour ( f;) si
L(My) = 0 et

i) L est définie positive au voisinage de M.
ii) Ly, est semi-définie négative au voisinage de M.
Théoréeme 4.2.13. (de stabilité) Soient f; : U — R, 1 < ¢ < n de classe C*,

M, € U avec f;(My) = 0 pour 1 < i < net L une fonction de Liapounov pour ( f;).
Alors

1. My est un point d’équilibre stable de (S).
2. Si Ly, est définie négative au voisinage de M, M, est un point asymptotique-
ment stable de (S).

démonstration 4.2.14. 1. Soient V' C U le voisinage de M, sur lequel L est
définie, Ly, est semi-définie négative et ¢ > 0 tel que B(My,e) C V. Comme L
est continue sur
C. = {M € U | M - M| =&}

qui est fermé et borné, L vy atteint ses bornes. Donc il existe M € C. tel que
L(M) = Infyec. L(M) = ¢ > 0. (4.1)
Comme L(M,) = 0 et que L est continue, il existe 6 > 0 tel que
|M — Myl <6 = L(M) <c.

De plus § < e d’apres ce qui précede. Soit Ny € U tel que || Ny — M| < 6, alors
L(Ny) < c. On s’intéresse a la solution de (S) qui au temps t, passe par le point
Ny. On va montrer que cette solution reste dans la boule ouverte de centre M,
et de rayon 6. On a

dL

E(M(t)) <0= L(M(t)) < L(M(0)) = L(Ny) < ¢, Vt>tg.

Supposons qu’il existe un temps t, > t, tel que
M (t1) — Mol = 6,

par continuité de la solution et de la norme, il existe alors un temps t, < t<t
tel que
|M(E) — Mo|| = 6.

Or, d’apres I'équation (4.1),
L(M(t)) > c,

ce qui est une contradiction. Nous avons ainsi démontré la stabilité.
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2. Nous reprenons les mémes notations que pour le 1. Nous allons montrer que
M(t) — My lorsque t — +oo c’est a dire :

V6 > 0,37 = T(6) tel que | M(t) — My|| <5 Vt>T.

Par les mémes arquments que précédemment, on sait que pour tout ¢ > 0, on
peut choisir & > 0 tel que

L(M) <c=||M— M <6
11 suffit alors de montrer que

L(M(t)) — 0 quand t — +oo.

Comme L(M (t)) est décroissante et minorée par zéro, il vient que

L(M(t)) = 1 > 0 quand t — +o0.

Pour montrer que | = 0, on supposera le contraire (I > 0). Par la continuité de
L, il existe d > O tel que

|M — M| <d= L(M) <.

La limite L(M (t)) — | > 0 implique que la trajectoire M (t) reste a l'extérieur
de la boule | M — My|| < d pour tout t > 0. Posons

ca= Max Zuqy),

X
d<||M—My||<e di

a existe car % est continue sur le fermé, borné {d < |[M — Mo|| < e}. Comme
4L < 0, nous avons —a < 0. Il vient donc

L(M(t)) = L(M(to))+/tt dL(M(s))ds < L(M(ty))—at — —oo, lorsque t — +o0.

, dt
Cette dernieére ingalité contredit I'hypothese [ > 0.
Théoréeme 4.2.15. (d’instabilité) Soient f; : U — R, 1 < i < n de classe C,

My € U avec fi(My) = 0 pour 1 < i < n et L une fonction de classe C* avec
L(My) = 0. Supposons que

1. VR > 0, 3Mp € U avec | Mg — My|| < Ret L(Mg) > 0.
2. Si Ly, est définie positive dans un voisinage de M.

Alors M n’est pas stable.
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démonstration 4.2.16. Soient V' C U le voisinage de My sur lequel L est définie, L,
est définie positive et R > 0 tel que B(My, R) C V. Soit un point My, satisfaisant
1. On considere la solution M (t) qui passe par My en t = t,. Supposons qu'il existe
e > 0 tel que

M(t) € B(Mo,E) Vit > ty.

Alors par continuité de L sur B(My, ) qui est fermé et borné, on a

LM@#) < Sup  L(y) = K.

yGB(Mo,E)
Comme
bdL
L(M(t)) = L(Mg) + E<M(S))d8 < K, pour tout t > t,
to
et que
dL
— (M (t
—(M(1) >0,
on en déduit que
. dL
Jim @) =0

Comme {M(t),t > to} est contenu dans B(Moy, €) qui est fermé et borné, on peut en
extraire une sous-suite convergente vers un point N € B(My, ). Par unicité de la

limite, on a alors
dL

2
et comme (M (t)) > 0 dans B(My, <),

N) =0,

L(N) > L(Mg) > 0.

Donc N # M,. Ce qui contredit la proriété 2. Le point M, est donc instable.

Exemples 4.2.17.

1) f(z,y) = —y — 2% et g(z,y) = v — y>. On se place en (zo,yo) = (0,0) et on
pose L(x,y) = x® + y*. Les trois fonctions sont de classe C*. Calculons Ly ,(z,y) =
—2(z* + y*). L est définie positive et Ly, est définie négative. Le point (0,0) est
asymptotiquement stable.

2) f(z,y) =a® + 2% et g(x,y) = —y° — y*. On se place en (o, yo) = (0,0) et on
pose L(z,y) = x?® — y*. Les trois fonctions sont de classe C>. Calculons Ly ,(z,y) =
2(2® + 2t + 45 +y*). L, , est définie positive et L(R,0) > 0 pour tout R > 0. Le point
(0,0) n’est pas stable.
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3) f(z,y) = —y + a3 et g(x,y) = x + y*. On se place en (xq,yo) = (0,0) et on
pose L(z,y) = x* + y*. Les trois fonctions sont de classe C™. Calculons Ly ,(x,y) =
2(z* + y*). L est définie positive et Ly , est définie positive. Le point (0,0) n'est pas
stable.

4)
Stabilisation d’un drone en mode hélicopteére

Ce drone peut présenter 3 modes de fonctionnement différents :
— Mode hélicoptere : orientation verticale de I'axe longitudinal de I'appareil et
déplacements en translation selon I'axe vertical.
— Mode avion
— Phases de basculement entre le mode avion et le mode hélicoptere

Mode Phase de Mode avion
hélicoptére basculement

Ce drone est équipé d'un moteur brushless actionnant une hélice. Le signal de
commande est le courant d’entrée du moteur, I(t). On note Z(t) l'altitude du drone
par rapport au sol, Z(t). Le drone est muni d’un télémetre a ultrasons permettant de
mesurer son altitude par rapport au sol, Z(t). Lorsque le drone est posé sur le sol, on
a Z = 0. On note V.(t) = Z(t) la vitesse du drone selon I'axe vertical. La vitesse de
rotation de I’hélice est notée R(t). Le vecteur d’état considéré est :

Z(t)

X(#) = Va(®)
R(t)
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Le comportement du drone en mode hélicoptere peut tre modélisé par I'équation d’état
non linéaire suivante :

[ Z(t) = V.(t)
: kn 1(t) (R(1))?
Va(t) = (z\%(f Dy (4.2)
\ () = [Z(Qc ki (R(Y) (1[h+ ky (1(2))7)

ol

M est la masse du drone,

g représente la gravité,

K. est la constante de couple du moteur,

1}, est le moment d’inertie de I’hélice,

— kn, ki et ko sont des coefficients aérodynamiques que I'on supposera constants.

Les points d’équilibre de I'équation d’état (4.2) n'existe que si le courant d’entrée du

moteur vérifie la relation
I _ ki M g K2
Nk —kikyMgK?

Dans ce cas, les points d’équilibre sont de la forme X, :

Ze
Xe = ‘/ZG
R,
Mg K.
Z est quelconque, V,.=0 et R.= kgl
hte

On choisit Z, = 0. Ce point d’équilibre est-il stable ?
La matrice jacobienne en ce point est :

0 1 0
2k, I.R,
A= 00 MK, :
00 —2Rcky (1 + koI?)
I,

qui admet deux valeurs propres nulles et une strictement négative. On ne peut pas
conclure sur la stabilité. On pose

LR kR +kI12)

LK, 31,

L(V,Z, R)
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Alors

]e _k1R2(1+kQI€2)) . < ]e _k1R2(1+k213)>2

L :< =
VZE T\ T K, I, R I, K, I,

est définie positive et sion pose V =0, Z =~vyet R=R.+¢,0na

I k(Re+eP(1+hkI2)y
Lyzn=R(+% - 1(Re vl (Lt he e>)—R[1(1+k21§)(R§—

ki (Re+€)2>
I, K. 31, h '

3

On peut donc choisir € aussi petit que I'on veut pour que cette quantité soit positive.
On peut alors appliquer le théoreme d’instabilité : le point (0,0, R.) est instable.



