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|. Introduction

|.1. Définitions

* Modele géométrique direct

Donne lattitude de 'organe terminal en fonction
des coordonnees articulaires (longueur pour une
articulation prismatique ou angle pour une rotoide).

» Modele géomeétrique inverse

Donne, si elles existent, le ou les ensembles de
positions articulaires en fonction de 'attitude de
'organe terminal.



|. Introduction

|.2. Principe :idée générale

* Principe
Fixer un repere a chaque corps du robot.
Calculer la matrice homogene entre chaque repere.

En deduire la matrice homogene entre la base et
'organe terminal.

» Hypotheses

Le robot est un chainage de n+1/ corps liés entre
eux par n articulations.

A chaque corps on associe un repéere R; . Les
reperes sont numerotés de () a n.

La ;"¢ articulation dont la position est notée ¢,
relie les corps i-1 et i.



|. Introduction

|.2. Principe : exemple

corps /

corps 3

Base :
corps 0

articulation | : g,



|. Introduction

|.2. Principe : exemple

ou bien

Ona: M03(q) — M01(q1)M12(q2)M23(q3) avec g = [ql 1 q3]T



2. Convention de DH

2.1.Introduction

 Convention de Denavit-Hartenberg

Permet de normaliser, simplifier et rationaliser la
modelisation geometrique d’un robot.

» Hypotheses

L'attitude d’un repere R, par rapport au repere R,
est exprimée au moyen de 4 parametres uniques :
les parametres de DH.

Deux contraintes limitent les degrés de liberte du
repere R. par rapport au repere R, :
* L'axe x; de R, est perpendiculaire a I'axe z, ; de R

° ’ ’
'axe x; coupe I'axe z, |



2. Convention de DH

2.2. Les parametres de DH

e Décomposition de M, ;  en 4
transformations élementaires :
Rotation autour de z d’'un angle 0.
Translation autour de z d’'une longueur 4,
Translation autour de x d’'une longueur g,

Rotation autour de x d’un angle a,

* Ces transformations se font par rapport
au repere courant. D’ou :

M =R T T

i—117 (z;_1,0,)" (z,_;,d.)" (x, ,ai)R(xl. 0;)



2. Convention de DH

2.2, Les parametres de DH

» On verifie que les 2 conditions de DH
sont remplies :

y
0.d. a; et a; sont .,
les parametres de y ]
Denavit-Hartenberg d =
/ r~—a
l
e Unicite : Z,

Soit M, , . verifiant les 2 conditions de DH

Dans ce cas, on demontre [SPONG] que les
parametres de DH 0. d. a; et a; sont uniques.



2. Convention de DH

2.3. Matrice homogene de DH

*Ona: M =R ,T. T

297 (z,d) " (x;.a) R(xi ;)

’\
e Dou:
Mi—li=
cd —s6. 0 0 1 00 0 1 00 a
6. 0 00 || 010 0 010 0
O 0 1 0 0 01 4 001 0
o o0 o 1|l0ooo 1 |/0oo0oO 1|

091. —SQiCOCl. SHZ.SOCZ. aiCGi
SOI. c@icai —c@isocl. Cll.SGi

0 SO coL. d

1 1 1

0 0 0 1

o O O =
—_ o O O




2. Convention de DH

2.4.Application a un robot série : cas géenéral

* Regle de positionnement du repere R; :
L'axe z; est confondu avec I'axe n°i+/ du robot.

axe i+/ - L'axe x, est perpendiculaire et coupe I'axe n°i.

axe i

s S corps i

cérps i-1
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2. Convention de DH

2.4.Application a un robot série : cas particuliers

* Les axes 7, ; et z; sont paralleles

Il y a une infinité de normales communes entre z; et
z,;.On fixe d,=0:




2. Convention de DH

2.4.Application a un robot série : cas particuliers

e Choix du repére R,

Lorigine du repere R, peut etre choisie n'importe
ou le long de I'axe /.

L'axe x, peut étre choisi de maniere quelconque.

e Choix du repére R,
Lorigine est en general placée au centre de 'outil
(TCP).

Parfois on impose y dans le sens de la fermeture de
la pince.



2. Convention de DH

2.4.Application a un robot série : remarques

* Remarques

Lorsqu’on a le choix et en I'absence de contrainte
particuliere, on privilégiera toujours la solution la
plus simple (i.e. celle qui donne le plus de () dans le

tableau de DH).

Le sens des axes z respecte le sens positif
d’evolution des coordonnées articulaires.

Le choix des reperes impose une configuration
nulle du manipulateur (celle pour laquelle les
coordonnées articulaires sont nulles). On peut en
changer en imposant des offsets a 6 ou d dans le

tableau de DH.



2. Convention de DH

2.5. Exemple | : manipulateur plan

a, :longueur du corps |

o p
( /\ a, :longueur du corps 2
a; :longueur du corps 3
d=o0==0 : bras vertical
d

| Corps |4 | & | 4| 0

* Parametres variables
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2. Convention de DH

2.5. Exemple | : manipulateur plan

*Ona: ©
s6.
0
0

i-1i

—s6.ca.
cB cor,
SO,

0

56 so.
—cO.sor,
coL,

0




2. Convention de DH

2.5. Exemple 2 : robot SCARA



2. Convention de DH

2.5. Exemple 2 : robot SCARA

7

(Corps |4 | & | d | 0,
1

691- —SQiCOCi SOZ.SOCZ.
Mo - s6.  cBco,  —cOso,
i—1i
0 SO, ca,
0 0 0
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2. Convention de DH . —

2.5.Exemple 3 : 6 axes anthropomorphe  Famees

e Décomposition en 2 parties :

Les 3 premiers axes
Les 3 derniers axes = poignet

IRB 1400, ABB™

Les 3 premiers axes d’'un 6R



2. Convention de DH

2.5. Exemple 3 : 6 axes anthropomorphe

a,

< S
~ &

(Corps | | & | d | 0,
’
7777777
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2. Convention de DH

2.5. Exemple 3 : 6 axes anthropomorphe

(Corps | | o | d | 0, 6, —stco, 5650,
1

- v - s6.  cOco.  —cOsa,
S I
0 o0 o
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2. Convention de DH

2.5. Exemple 3 : 6 axes anthropomorphe

_ _ ( 1
T = Eaz(c(el —0,)+c(6,+6,))+ac

1

: 1
Soit: M, =| * *# % avec T, = Eaz (3(91 +60,)+s(0, —92))+ as,

I =a,s, +d1

~
~
~

- 3N

( 1
ro= E(C(—eg +6 —0,)+c(6,+6, +92))

]/12 :SI

13
Et < <r32=0

1
r, :5(5(93+91+92)+S(—93+91—92)) 1= —c

r =—%(S(—93+91—92)+S(93+91+92)) 131 7 523

r, =—¢

7 :—%(0(93+91+92)—c(—93+91—92))

23




2. Convention de DH

2.5. Exemple 3 : 6 axes anthropomorphe

* Remarques

Il peut étre utile d’avoir recours a un logiciel de
calcul symbolique pour le modele géometrique.

Sous Matlab avec la boite a outils « Maple », le
calcul de M ; s’effectue de la maniere suivante :

>> syms tl t2 t3 al a2 a3 dl

>> MOl=[cos(tl) 0 sin(tl) al*cos(tl); sin(tl) 0 -cos(tl) al*sin(tl);0 1 0 di;
>> M12=[cos(t2) -sin(t2) 0 a2*cos(t2); sin(t2) cos(t2) 0 a2*sin(t2); 0 0 1 O;
>> M23=[cos(t3) 0 sin(t3) 0; sin(t3) 0 -cos(t3) 0; 01 0 0; 0 0 0 1]

>> M03=simple(M01*M12*M23)

000 1]
000 1]

MO03 = [1/2*cos(-t3+tl1l-t2)+1/2*cos(t3+t1l+t2),sin(tl),-1/2*sin(-t3+tl1-t2)+1/2*sin(t3+tl+t2),
1/2*%a2*cos(tl-t2)+1/2*a2*cos(tl+t2)+al*cos(tl)]
[1/2*sin(t3+t1+t2)+1/2*sin(-t3+t1-t2),-cos(tl),-1/2*cos(t3+tl+t2)+1/2*cos(-t3+tl-t2),
1/2%a2*sin(tl+t2)+1/2*a2*sin(tl-t2)+al*sin(tl)]

[sin(t2+t3),0,-cos(t2+t3),a2*sin(t2)+d1l]

[0,0,0,1]



2. Convention de DH

2.5. Exemple 3 : 6 axes anthropomorphe

e Verifications :
Pour 6, ,=0 et 0;=7/2 :

0 0 1 a+a,
M, = 0 10 0 Configuration bras horizontal
1 0 0 4
00 0 1 |

Pour 6, ;=n/2 et 6,=0:

-1 0 O a,
M, = 0 -10 0 Configuration bras vertical
0 0 1 d+a,
| 0 0 O 1]



2. Convention de DH

2.5. Exemple 3 : 6 axes anthropomorphe

3 axes concourants = rotule %



2. Convention de DH

2.5. Exemple 3 : 6 axes anthropomorphe

d d
< 0 >< 1 >

AA=y! I
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2. Convention de DH

2.5. Exemple 3 : 6 axes anthropomorphe

e Dou :



2. Convention de DH

2.5. Exemple 3 : 6 axes anthropomorphe

 On en déduit : M, =M M,

>> ccode(M06)
ans =

MO06[0][0] = cos(gl) * cos(g2) * cos(gq3) * cos(g4) * cos(g5) * cos(g6) - cos(ql) * cos(g2) *
cos(g3) * sin(g4) * sin(g6) - cos(gql) * sin(g2) * sin(g3) * cos(g4) * cos(g5) * cos(g6) +
cos(gl) * sin(g2) * sin(g3) * sin(g4) * sin(g6) + sin(gl) * sin(g4) * cos(g5) * cos(g6) +
sin(qgl) * cos(g4) * sin(g6) - sin(g5) * cos(g6) * cos(ql) * cos(g2) * sin(g3) - sin(g5) *
cos(g6) * cos(gl) * sin(g2) * cos(g3);

M06[0][1l] = -cos(gl) * cos(g2) * cos(g3) * cos(g4) * cos(g5) * sin(g6) - cos(ql) * cos(g2) *
cos(g3) * sin(g4) * cos(g6) + cos(gl) * sin(g2) * sin(g3) * cos(g4) * cos(g5) * sin(g6) +
cos(gl) * sin(g2) * sin(g3) * sin(g4) * cos(g6) - sin(gl) * sin(g4) * cos(g5) * sin(g6) +
sin(gl) * cos(g4) * cos(g6) + sin(g5) * sin(g6) * cos(ql) * cos(g2) * sin(g3) + sin(g5) *
sin(g6) * cos(gql) * sin(g2) * cos(g3);

M06[0][2] = cos(g4) * sin(g5) * cos(gl) * cos(g2) * cos(g3) - cos(g4) * sin(g5) * cos(gl) *
sin(g2) * sin(g3) + sin(gl) * sin(g4) * sin(g5) + cos(ql) * cos(g2) * sin(g3) * cos(g5) +
cos(gl) * sin(g2) * cos(g3) * cos(g5);

M06[0][3] = cos(g4) * sin(g5) * d6 * cos(gl) * cos(g2) * cos(g3) - cos(g4) * sin(g5) * d6 *
cos(gl) * sin(g2) * sin(g3) + sin(gql) * sin(g4) * sin(g5) * d6 + cos(gl) * cos(g2) * sin(g3) *
cos(g5) * dé + cos(gql) * cos(g2) * sin(g3) * d4 + cos(gl) * sin(g2) * cos(g3) * cos(g5) * d6 +
cos(gl) * sin(g2) * cos(g3) * d4 + cos(gl) * cos(g2) * a2 + cos(ql) * al;



2. Convention de DH

2.5. Exemple 3 : 6 axes anthropomorphe

M06[1][0] = sin(gl) * cos(g2) * cos(g3) * cos(g4) * cos(g5) * cos(g6) - sin(gl) * cos(g2) *
cos(g3) * sin(g4) * sin(g6) - sin(gl) * sin(g2) * sin(g3) * cos(g4) * cos(g5) * cos(g6) +
sin(gl) * sin(g2) * sin(g3) * sin(g4) * sin(g6) - cos(gql) * sin(g4) * cos(g5) * cos(g6) -
cos(gl) * cos(g4) * sin(g6) - sin(g5) * cos(g6) * sin(gl) * cos(g2) * sin(g3) - sin(g5) *
cos(g6) * sin(gl) * sin(g2) * cos(g3);

M06[1][1] = -sin(gl) * cos(g2) * cos(g3) * cos(g4) * cos(g5) * sin(g6) - sin(gl) * cos(g2) *
cos(g3) * sin(g4) * cos(g6) + sin(gl) * sin(g2) * sin(g3) * cos(g4) * cos(g5) * sin(g6) +
sin(gl) * sin(g2) * sin(g3) * sin(g4) * cos(g6) + cos(gl) * sin(g4) * cos(g5) * sin(g6) -
cos(gl) * cos(g4) * cos(g6) + sin(g5) * sin(g6) * sin(gl) * cos(g2) * sin(g3) + sin(g5) *
sin(g6) * sin(gql) * sin(g2) * cos(q3);

M06[1][2] = cos(g4) * sin(g5) * sin(gl) * cos(g2) * cos(g3) - cos(g4) * sin(g5) * sin(gl) *
sin(g2) * sin(g3) - cos(gl) * sin(g4) * sin(g5) + sin(gql) * cos(g2) * sin(g3) * cos(g5) +
sin(gl) * sin(g2) * cos(g3) * cos(g5);

M06[1][3] = cos(g4) * sin(g5) * d6 * sin(gl) * cos(g2) * cos(g3) - cos(g4) * sin(g5) * d6 *
sin(gl) * sin(g2) * sin(g3) - cos(gl) * sin(g4) * sin(g5) * d6é + sin(gl) * cos(g2) * sin(g3) *
cos(g5) * dé6é + sin(gql) * cos(g2) * sin(g3) * d4 + sin(gl) * sin(g2) * cos(g3) * cos(g5) * d6 +
sin(gl) * sin(g2) * cos(g3) * d4 + sin(gl) * cos(g2) * a2 + sin(gql) * al;

M06[2]1[0] sin(g2) * cos(g3) * cos(g4) * cos(g5) * cos(g6) - sin(g2) * cos(g3) * sin(g4) *
sin(g6) + cos(g2) * sin(g3) * cos(g4) * cos(g5) * cos(g6) - cos(g2) * sin(g3) * sin(g4) *
sin(g6) - sin(g5) * cos(g6) * sin(g2) * sin(g3) + sin(g5) * cos(g6) * cos(g2) * cos(g3);
M06[2][1l] = -sin(g2) * cos(g3) * cos(g4) * cos(g5) * sin(g6) - sin(g2) * cos(g3) * sin(g4) *
cos(g6) - cos(g2) * sin(g3) * cos(g4) * cos(g5) * sin(g6) - cos(g2) * sin(g3) * sin(g4) *
cos(g6) + sin(g5) * sin(g6) * sin(g2) * sin(g3) - sin(g5) * sin(g6) * cos(g2) * cos(g3);
M06[2]1[2] cos(g4) * sin(g5) * sin(g2) * cos(g3) + cos(g4) * sin(g5) * cos(g2) * sin(g3) +
sin(g2) * sin(g3) * cos(g5) - cos(g2) * cos(qg3) * cos(g5);

M06[2][3] = cos(g4) * sin(g5) * d6 * sin(g2) * cos(g3) + cos(g4) * sin(g5) * d6 * cos(g2) *
sin(g3) + sin(g2) * sin(g3) * cos(g5) * d6 + sin(g2) * sin(g3) * d4 - cos(g2) * cos(qg3) *
cos(g5) * d6 - cos(g2) * cos(g3) * d4 + sin(g2) * a2 + dl;



2. Convention de DH

2.5. Exemple 3 : 6 axes anthropomorphe

e VYerifications
Bras replié (0, =0):

1 0 O a,+a,
0O -1 0 0
M =
0O 0 -1 —a’6—a’4+a’1
| 0 0 O 1 |

Bras vertical (0, ,;,=0et0,;=n/2):

-1 0 O a

1
0 -1 0 0
1 0 0 1 d+d+a,+d
0O 0 O 1




3. Modele geometrique inverse

3.1. Définitions

* Modele géométrique direct (MGD)
Le modele geometrique direct est donc une
fonction qui permet d’exprimer l'attitude de

'organe terminal en fonction des coordonnées
articulaires.

Par exemple, lorsque I'attitude est exprimeées a

| /4 .
’'aide de 6 coordonneées : T (q)

T.(q)
T (q)
0.(¢9)
0,(q)
| 0,(a)

p(q)= =G,(q)




3. Modele geometrique inverse

3.1. Définitions

 Modéele géométrique inverse (MGI)
Soit G, une fonction telle que : ¢ =G,(p)

La fonction G; est appelée modele geéométrique inverse
du robot.

 Remarques :
G; dépend de la décomposition de la rotation.
|| existe souvent plusieurs solutions g pour une attitude
p donnée de l'organe terminal.

G; est définie uniquement a 'intérieur de I'espace de
travail dextre du robot.

Il y a des points singuliers a I'intérieur de I'espace de
travail du robot ou G; admet une infinité de solutions.



3. Modele geometrique inverse

3.2. Exemple | : robot plan

* Probleme :
Soit p=[T, T, T,]" les coordonnées de O; dans R,
Trouver G, telle que ¢=G,(p) avec g=[d a []!



3. Modele geometrique inverse

3.2. Exemple | : robot plan

* Relation évidente :
* Le reste peut etre traite dans un plan :

*Ona:



3. Modele geometrique inverse

3.2. Exemple | : robot plan

* De plus :
e En additionnant ces equations :
e En utilisant : cos(a—b)=cosacosb+sinasinb

e On obtient :
e Dou:



3. Modele geometrique inverse

3.2. Exemple | : robot plan
* On en déduit que : B=zarccos(D) si |D|<1

* En choisissant le signe, on determine la
configuration du coude.

e Pour obtenir a on ecrit que :

{Tx—al:klcosa—k2 sin o {klza2+a3cosﬁ
avec

T, =k ssina+k,cosa k,=a,sinf3

* On resout le systeme et on obtient :
kT —k (T —a,) kT +k(T —a,)
— COSQ = —————
ki +k; ki +k;

sInQ =



3. Modele geometrique inverse

3.2. Exemple | : robot plan

e Finalement : « :arctan2(k1Ty —k, (T, —a), kT, +k(T, —%))

* A.N.:
a,=2,a,=42,a;=3,T,=6,T,=7




3. Modele geometrique inverse

3.3. Exemple 2 : 6 axes anthropomorphe

e Le calcul du MGI d’un 6R
anthropomorphe se fait en 2 etapes :

Trouver g, q, q;,les 3 premieres coordonnées
articulaires, telles que le centre de la rotule
coincide avec la position désiree

Trouver g, q; q. , les angles du poignet, de
maniere a avoir la bonne orientation de la pince.

o Cette déecomposition est possible, car
les angles du poignet n’influencent pas la
position du centre de la rotule.



3. Modele geometrique inverse

3.3. Exemple 2 : 6 axes anthropomorphe

Q\
SN
Q
i‘t
SN
[\
“n
=
(9N
= o
Y

Centre de la rotule
T
*Ona:‘o={00 -4 1]

N\ T
e Dou: 00=M0660:[ o, o, o I }
Connu

e Etape | :

Trouver q, g, q; tels que le centre de la rotule ait
pour coordonnées [0, 0, 0] dans R, .

x 7y Yz



3. Modele geometrique inverse
3.3. Exemple 2 : 6 axes anthropomorphe
*Ona: q, :arctan2(0y,0x)

* Le probleme est
alors rameneée

2
dans le plan : :
o
;xo Z
P
e
___________________ 0




3. Modele geometrique inverse

3.3. Exemple 2 : 6 axes anthropomorphe
e D’apres 3.2 :
(02—d1)2+( 0§+0i —azl)z—az—a’2

D=
2a,d,

= g, = tarcsin(D) si ‘D‘ <1

=q, =arctan2(k1(oz —d,)—k, («/05 +0i —al),kz(oz —d ) +k, (4/05 +0§ —al))

avec : k, =a,+d, sin(q,) etk, =d, cos(q,)

* Remarques :

q, est unique si (0, 0,) # (0 0) (si le point O n’est
pas sur le premier axe). Sinon, infinité de solutions.

g, et q; existent si |D| < ] (position atteignable).



3. Modele geometrique inverse

3.3. Exemple 2 : 6 axes anthropomorphe

 Etape 2 :
On connait M; (Etape |) et M, (Hypotheses).
Onendéduit: M, =M M,

Soit : i T
noh, hy T

7'21 7”22 7'23 T

M36 g

7"31 7”32 7"33 Tz

O 0 O 1

Qu’on identifie a (cf 2.5 exemple 3) :

C4CSC6 _S4S6 —C4C'5S6 —S4C6 C4S5 C4S5d6
M _ S4C5C6 + C4S6 _S4CSS6 -+ C4C6 S4S5 S4S56116
36 J +d
—35Cs 85S¢ Cs s T 6Cs
0 0 0 1




3. Modele geometrique inverse

3.3. Exemple 2 : 6 axes anthropomorphe

o Sj ds * 0 [71'] : qu = tarccos(r,,)

q, = arctan2(—r,,,—7,,)

/\

g, = arctan3(r,,,—7,,)

*Sigs;=0[x]: [q,=0

2

g = arctan2(r12,r22)



3. Modele geometrique inverse

3.3. Exemple 2 : 6 axes anthropomorphe

* Remarques

Dans le cas general, il y a 2 solutions pour le triplet
{4; 9, q;} (coude en haut ou en bas).

Dans le cas general, il y a 2 solutions pour le triplet
19, 95 q4} (2 valeurs possibles de g5, dans la
pratique, seul une est accessible).

Donc dans le cas general, il y a 4 solutions au MGl
de ce robot.

Il y a 3 cas singuliers :

* Lorsque le point O est sur I'axe / (infinité de solutions).
* Lorsque le point O est inaccessible (pas de solution).

* Lorsque g;=0 [x] (infinité de solutions).



